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SALUTO DEL PRESIDENTE DELL’ACCADEMIA 
PROF. GIUSEPPE GROSSO 
E CONFERIMENTO DEL PREMIO INTERNAZIONALE 
«M. PANETTI » AL PROF. WILLIAM PRAGER 


Signore e Signori, 


Nel 1757 il ventitreenne Giuseppe Angelo Saluzzo di Mone- 
siglio, cultore di studi chimici, formava in Torino, insieme con due 
giovani discepoli del Beccaria, Luigi De La Grange di 21 anni e 
Giovanni Cigna, di 23, una privata Società scientifica, che in meno 
di due anni, col concorso di altri soci, pubblicava nel 1759 una Mi- 
scellanea philosophico-mathematica Societatis privatae taurinensis, 
contenente due notevoli memorie del De La Grange, e scritti del 
Saluzzo, del Cigna, del Bertrandi, dell’Allioni. 

Il favore con cui quel volume veniva accolto dagli scienziati 
italiani e stranieri, valeva alla Società il crisma ufficiale di Società 
reale, la quale si arricchiva di nuovi soci anche stranieri, tra cui il 


+ Monge, il Laplace, il D’Alembert, il Condorcet. Quattro nuovi volumi, 


dal titolo di Mélanges de philosophie et de mathématique segnavano 
il cammino scientifico di questa Società reale, che nel 1783 acquistava, 
dalle Regie Patenti del 25 luglio di quell’anno, il titolo di Accademia 
Reale delle Scienze. 

Questa Accademia delle Scienze passata, in due secoli, attraverso 
tempi e regimi politici diversi, sempre con la continuità della sua 
attività protesa nelle ricerche della scienza e poggiata sulla indipen- 
denza e dignità degli uomini di studio, accresciutasi nel 1801 di una 
classe de littérature et beaux arts, divenuta poi nel 1815 la classe di 
scienze morali, storiche e filologiche, rende oggi solenni doverose 
onoranze al più grande dei suoi fondatori, Luigi De La Grange, a 
150 anni dalla sua morte, avvenuta a Parigi 1’8 aprile del 1813. 

Luigi Lagrange è uno di quegli uomini che non si perdono nella 
nebulosa dei numi, ma che rimangono vivi in quello che hanno dato 
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alla scienza. La celebrazione di lui non poteva consistere in una 
serie di commemorazioni, ma può soltanto esprimersi nel dibattito 
vivo nel vivo di quei campi in cui egli ha accresciuto il patrimonio 
del sapere umano. 

La partecipazione a questo simposio di insigni scienziati di 
diversi paesi — ai quali rivolgo il cordiale benvenuto, ed il ringra- 
ziamento per avere accettato di essere relatori — è la testimonianza 
del significato e valore di questo incontro nel nome di Luigi Lagrange. 

Le Accademie di Berlino e di Parigi hanno accettato di essere 
compartecipi di questa celebrazione dell’uomo che diede ad esse 
un'attività feconda e illuminata. 

Ma permettetemi di accettare questa testimonianza anche nei 
confronti dell’Accademia delle Scienze di Torino, le cui vetuste 
sale non vogliono essere soltanto le custodi di quelle sacre memorie 
che si raccolgono intorno ai nomi dei fondatori, e degli illustri scien- 
ziati che senz'altro facevano loro eco, quando il secondo volume 
della giovane società dei giovani scienziati già poteva ospitare una 
lettera di Eulero al Lagrange ed un lavoro di Alberto Haller; non 
vogliono essere solo testimonianza della continuità di una tradizione 
che ha visto apparire nelle Memorie e negli Atti studi notevoli dei 
più illustri uomini; ma vogliono essere ancora teatro vivo dei vivi 
dibattiti della scienza, in quell'incontro e in quella cooperazione di 
studiosi diversi di branche più o meno affini o lontane, che appunto 
si incarna nella odierna funzione delle Accademie. 

Ci troviamo in uno di quei momenti della storia in cui l’uomo 
attinge dalla scienza sempre nuove aperture, cui guarda per un Verso 
con esaltante attesa, per altro verso con sgomento: attesa di nuovi 
orizzonti di vita, sgomento di strumenti totalitari di distruzione 
e di morte. 

Lo stretto legame tra scienza e applicazioni, fra conquiste della 
scienza e conquiste della tecnica, sembra dare al processo odierno 
tutto un suo ritmo, che se assume un aspetto di coralità nel lavoro 
di équipe, e nel procedere parallelo in paesi diversi, per altro verso 
rischia di perdere il valore dell’universalità dell’antica repubblica 
degli studi, per la specializzazione da un lato, per la gara tra i vari 
paesi dall’altro. 

Occorre risalire all’universalità della scienza, cui del resto vuol 
risospingerci lo stesso significato intrinseco della odierna rivoluzione 
scientifica; e ciò potrà avvenire da un lato creando tra gli uomini 
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un clima di fiducia per cui la scienza non abbia altra applicazione 
pratica che quella volta ad alleviare ed elevare le condizioni del- 
l'umanità, per altro verso favorendo gli incontri tra studiosi su una , 
larga base. 

E quest’ultima è appunto, nei confronti di società specializzate 
nazionali e internazionali, la funzione delle Accademie, nello spirito 
in cui esse sono sorte, in cui è sorta la nostra Accademia, come società 
di studio e di scienza. 

Ed anche la tradizionale coesistenza ed il parallelo svolgersi 
di una classe di scienze matematiche, fisiche, naturali e di una classe 
di scienze morali, storiche, filologiche è un richiamo ad un binario 
comune di incontro degli studiosi, all'unità del progresso degli studi 
nell'unità dell’uomo. 

Una delle forme in cui si concreta la funzione delle Accademie 
è appunto quella di chiamare volta a volta studiosi diversi da paesi 
diversi a discutere di un dato complesso di problemi. Ed oggi l’Acca- 
demia delle Scienze di Torino vi chiama a discutere di problemi 
attinenti a quello che costituì il campo di studi di Luigi Lagrange, di 
quegli studi che Lagrange recava alla Società torinese prima, alle 
Accademie di Berlino e di Parigi poi. 

È questo un convegno qualificato di scienziati ad alto livello; 
ed io, che opero in un campo lontano di studi, nell’altra classe, e 
sono quindi un laico fra sì insigni chierici, non posso addentrarmi 
oltre; e temo che mi si possa dire che già ho travalicato il compito 
di esprimere lo spirito con cui l'Accademia delle Scienze ha promosso 
il Simposio. 

L'Accademia nel promuoverlo ha sentito attorno a sè la soli- 
darietà di molti enti nazionali e cittadini: il Ministero della Pubblica 
Istruzione, il Consiglio Nazionale delle Ricerche, la Provincia, il 
Comune, l’Università, il Politecnico, la Camera di Commercio, 
l’Unione Industriale, hanno tangibilmente contribuito per la riuscita 
di esso: a tutti un particolare ringraziamento a nome dell’Accademia. 
Essi hanno attestato che Torino, in particolare, sente che il suo svi- 
luppo di oggi, che ne fa la grande città della tecnica, è radicato nello 
slancio degli uomini che. ne hanno scritto il nome nell’albo della 
scienza. 

Alla inaugurazione del Simposio viene unita la cerimonia del 
conferimento del terzo premio Panetti, premio di Lire un milione 
e cinquecentomila, che viene conferito a quello studioso che si è 
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| maggiormente distinto nelle ricerche sulla meccanica applicata, 
nell’ultimo decennio, prescelto dalla. Commissione attraverso un 
procedimento che parte dalla designazione dei più qualificati enti 
scientifici e accademie di tutti i paesi. Quest'anno il premio verrà 
conferito a William Prager, che dopo aver insegnato nelle Università 
di Gottinga, di Istambul, è oggi professore alla Brown University 
di Providence U.S.A. 

Al Prof. Prager, che è pure relatore al Simposio, il cordiale 
benvenuto, e l’espressione del più vivo compiacimento per il ricono- 


scimento che è stato attribuito a lui eletto, fra gli eletti, cioè fra | 


designati dagli enti di ricerca e cultura ad alto livello. 
Prego il Prof. Ferrari, Presidente della Commissione, di leggere 
la motivazione del premio al Prof. Prager. 





RINGRAZIAMENTO 


DEL 


PROF. WILLIAM PRAGER 


Monsieur le Président, Monsieur le Maire, Excellences, Mes 
Chers Amis et Collègues, Mesdames et Messieurs, 


Tout d’abord je m’excuse de ne pas étre capable d’exprimer 
mes sentiments en votre belle langue. : 

Je suis profondement touché de l’honneur qui m'est fait et je 
vous en remercie de tout coeur. Toute marque d’estime pour son 
ceuvre est précieuse au chercheur. Ayant voué ma vie à l’enseigne- 
ment de la mécanique appliquée et à la recherche dans ce domaine, 
j'apprécie tout particulièrement d’étre choisi par les savants de la 
maison de Lagrange, créateur de la mécanique analytique, pour un 
prix qui porte le nom de feu le Professeur Modesto Panetti, dont 
j'ai longtemps admiré les études pénétrantes. Doutant que je mérite 
cet honneur, et sachant que je ne suis pas digne de l’éloge que mon 
ami, le Professeur Carlo Ferrari vient de prononcer, j’interprète 
ce choix comme un signe de votre bienveillance et de votre amitié. 
Aussi ma reconnaissance est-elle grande envers vous, Monsieur le 
Président, ainsi qu’envers mes amis et collègues de l’Académie des 
Sciences. Fier de ce nouveau titre de noblesse scientifique, je prends 
plaisir è exprimer mes meilleurs voeux pour l’avenir de cette illustre 
Académie et de cette belle ville de Turin dont je me sens, désormais, 
‘un peu citoyen. si 
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Sguardo generale all'opera di Luigi Lagrange. 


Riassunto. — Breve biografia del Lagrange e sguardo generale alla 
sua opera scientifica, in cui prevalgono la fondazione della Mec- 
canica Razionale e del Calcolo delle Variazioni, nonchè i con- 
tributi alla teoria delle equazioni algebriche e a quella delle funzioni 
analitiche. Viene evitato, fin quando possibile, il linguaggio tecnico 
comprensibile dai soli matematici. 


Questa conferenza — con cui ho l’onore di dare inizio al 
simposio internazionale commemorante il 150° anniversario 
della morte del cofondatore di quest’Accademia, il grande 
Lagrange — ha principalmente lo scopo di dare ai non mate- 
matici (per i matematici non ce n’è bisogno) un'informazione 
generale sulla personalità e l’opera di questo grande scienziato 
che, per l’astrusa natura dei suoi studi, non è conosciuto quanto 
meriterebbe fuori della cerchia della gente del mestiere. Soprat- 
tutto poi, vorrei evitare che si crei la falsa idea che l’opera del 
Lagrange sia confinata nei due soli, pur vasti capitoli della 
matematica a cui è particolarmente dedicato il nostro sim- 
posio: il Calcolo delle Variazioni e la Meccanica teorica. In 
primo luogo occorrerà però, come necessario inquadramento, 
ricordare rapidamente i capisaldi della vita del Nostro. 

Luigi Lagrange — propriamente, ai termini del tuttora 
esistente atto di battesimo, Giuseppe Lodovico Lagrangia — 
nacque a pochi passi di qui, nella via che ora porta il suo nome, 
il 25 gennaio 1736, primo di II figli, da Giuseppe Francesco 
Lodovico « tesoriere della regia artiglieria » e dalla sua consorte 
Maria Teresa Gros, figlia di un medico della vicina Cambiano. 
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La famiglia paterna (Lagrange-Tournier) era oriunda francese, 
della Turenna, ma tanto il padre quanto il nonno del Nostro 
erano nati in Piemonte ed avevano successivamente occupata 
quella carica di « tesoriere dell'artiglieria » o « delle fabbriche 
e fortificazioni »: qualcosa di mezzo fra l’amministrazione civile 
e l’esercito, che per lunghi anni fu come un feudo della famiglia. 

Il giovane Giuseppe Lodovico — detto poi Giuseppe Luigi 
o anche Luigi soltanto — ‘fu avviato, con suo poco entusiasmo, 
all’avvocatura e già a 14 anni lo troviamo iscritto alla facoltà 
giuridica dell’Università di Torino che, dopo le nuove costitu- 
zioni datele da Vittorio Amedeo II nel 1720, andava lentamente 
risollevandosi dalla profonda decadenza in cui era caduta nel- 
l'epoca anteriore. Pare però che il Nostro s’interessasse ben 
poco degli studi di legge, tanto che non arrivò mai a prendere 
alcun regolare diploma. Cominciò invece ad interessarsi alle 
scienze, e specie alla matematica, di cui s'impadronì così bene, 
essenzialmente autodidatticamente, che già nel 1754, @ soli 
18 anni, cominciò ad essere conosciuto anche fuori dell'ambiente 
cittadino, soprattutto per effetto di una sua lettera al Conte 
di Fagnano (1672-1766): uno dei più eminenti matematici 
italiani del tempo, che poi, stampata, costituì la prima pubbli- 
cazione matematica del Lagrange, e la sua sola in lingua ita- 
liana. In essa egli ritrova (tali disavveriture sono quasi inevi- 
tabili dai principianti, e non solo da loro!) la formula di Leibniz 
per la derivata n-esima del prodotto di due funzioni. Si spiega 
così la cosa «assai particolare e meravigliosa » (come fu detto) che 
l’anno seguente il Lagrange — appena diciannovenne e sprov- 
visto di regolari diplomi — venne nominato « sostituto del mae- 
stro di matematica » (che era allora un certo Carlo Andrea Rana) 
alla Scuola di Teoria d’ Artiglieria dello Stato sabaudo: la pro- 
genitrice della posteriore, ben nota Accademia Militare di Ar- 
tiglieria e Genio di Torino, che durò fino a pochi anni or sono. 
Ed è all'uopo da notarsi che, in quell'epoca, l'insegnamento ma- 
tematico impartito in detta scuola era molto più elevato di 
quello dell’Università che, in ispecie, non comprendeva il cal- 
colo infinitesimale 0, come allora si diceva, il « calcolo sublime». 
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Tuttavia, sebbene il Nostro raggiungesse in ‘patria, in 
modo eccezionalmente rapido, una situazione ragguardevole, 
in tutti gli undici anni del suo ulteriore soggiorno a Torino, 
non ebbe alcun avanzamento nè alcuna altra speciale distin- 
zione, nonostante che, nel frattempo, fosse divenuto univer- 
salmente noto come uno dei maggiori matematici dell’epoca ed 
avesse spiegata un’intensa attività scientifica. Fra l’altro, fu 
proprio in quel periodo che egli creò il Calcolo delle Variazioni 
e che — assieme al Co. Saluzzo di Menuisiglio e al medico Carlo 
Cigna — fondò (nel 1757) quella «Società privata torinese » 
che poco dopo, nel 1783, si trasformò nell’attuale Accademia 
(dianzi Reale) delle Scienze di Torino, che potrebbe perciò a 
buon titolo dirsi « lagrangiana ». 

Non può pertanto sorprendere che, ad un certo punto, il 
Lagrange cominciò a non sentirsi più del tutto a suo agio in 
patria, e fece comprendere a qualcuno dei suoi corrispondenti, 
fra cui il grande D’Alembert (1717-1783), che non sarebbe stato 
alieno dall'idea di andare a stabilirsi altrove. Venne così, per 
intercessione appunto del D’Alembert, l’offerta di Federico II 
di Prussia al Nostro di trasferirsi a Berlino, onde prendere la 
successione di Euler (passato giusto allora a Pietroburgo) 
nella direzione della classe di scienze di quell’Accademia, sotto 
favorevoli condizioni morali e finanziarie. Poichè già il solo 
fatto di essere preso in considerazione come possibile succes- 
sore del grande Euler, era uno dei maggiori onori che potesse 
essere fatto ad un matematico del tempo, il Lagrange non esitò 
ad accettare e — dopo aver ottenuto, non senza qualche diffi- 
coltà, il necessario permesso di espatrio dal re di Sardegna, 
che però non fece alcun serio tentativo di trattenerlo in patria 
mediante opportune offerte — nell'autunno 1766 raggiunse 
Berlino, ove sarebbe rimasto per ben ventuno dei migliori e 
più proficui anni della sua vita: dai trenta ai cinquantuno anni. 
Al proposito è però curioso osservare che — benchè risulti 
che il Lagrange studiò e probabilmente imparò bene il tedesco 
— mai nulla pubblicò in questa lingua che, del resto, non era 
quella dell’Accademia nè della Corte, ove la lingua ufficiale 
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era il francese! E nemmeno ci restano, che io sappia, lettere di 
Lagrange scritte in tedesco. Comunque pare che il Nostro si 
trovasse molto bene in Prussia dove, come scrisse in seguito, 
si godeva allora « sicurezza, quiete e libertà ». Ed ebbe buoni, 
seppure non frequenti, rapporti con Federico II, che lo preferiva 
ad Euler, a suo giudizio troppo religioso, mentre Lagrange 
poco o nulla si interessava a cose del genere. 

La favorevole situazione accennò però a deteriorarsi dopo 
la morte (nel 1783) della prima moglie — una lontana parente 
che il Lagrange aveva sposata, quasi alla chetichella, nel 1767 
— e, soprattutto, dopo la morte di Federico II (1786), che lasciava 
temere cambiamenti poco propizi ai dotti nella Corte prussiana. 
Cominciò così a maturare nell'animo del Nostro il proposito 
di passare ad altri lidi, ciò che, data l’alta fama nel frattempo 
da lui raggiunta, non poteva presentare serie difficoltà. Effet- 
tivamente, non appena la cosa cominciò a trapelare, non gli 
mancarono le offerte (fra cui una, non spregevole, del re di 
Sardegna e una di quello di Napoli) ma Lagrange finì, come 
era facilmente prevedibile, per accettare quella proveniente da 
Parigi, ove Luigi XVI gli offriva un posto di « Pensionnaire 
vétéran » in quell’Accademia delle Scienze, cui era congiunta 
una considerevole pensione annua e una onorevole situazione 
tra gli alti funzionari dello Stato. In tal modo l’ironia della 
sorte fece sì che il Lagrange — che nulla desiderava maggior- 
mente, se non di poter attendere tranquillamente e serenamente 
ai suoi studi favoriti — venisse a stabilirsi a Parigi nel 1787, 
cioè alla vigilia di una delle più violente e sanguinose esplosioni 
dell’umana storia, che doveva avere proprio lì l'epicentro! 

Ad ogni modo, grazie anche al suo carattere freddo e riser- 
vato, e alla natura dei suoi studi, la Rivoluzione non arrecò 
alcun serio disturbo al Lagrange, nonostante la sua qualità di 
straniero, suddito di uno Stato in guerra con la Repubblica, e 
la sua amicizia col Lavoisier, finito come tutti sanno. Si può 
anzi dire che la Rivoluzione mostrò della benevolenza verso di 
lui — che si era affrettato ad « aggiornarsi » firmandosi « citoyen » 
e consimili — facendo per lui un’esplicita eccezione al bando 
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contro gli stranieri. Fu inoltre mantenuto alla presidenza di 
quella Commissione dei pesi e misure, che tanto contribuì al- 
l'adozione del sistema decimale, da cui pure, durante il Terrore, 
furono espulsi uomini quali il Lavoisier e il Laplace. E non fu 
una presidenza solo onoraria, chè sembra si debba essenzial- 
mente al Lagrange l’essere stato adottato come base del sistema 
metrico il numero 10, mentre altri avevano invece proposto 
il 12, che avrebbe forse presentato alcuni vantaggi. Ma si 
sarebbe dovuto corrispondentemente modificare anche il sistema 
di numerazione, e la riforma probabilmente non avrebbe attec- 
chito. 

La Rivoluzione servì anche a fare tornare all'insegnamento 
il Nostro che, sebbene non avesse alcuna particolare simpatia 
per esso, era un docente zelante ed efficacissimo, che formò 
allievi quali Cauchy, Fourier, Poisson ecc. e — solo italiano 
fra essi — Giovanni Plana. Invero, soppressa nel 1793 l’Acca- 
demia di Parigi, il Nostro fu indotto a tornare (dopo il già 
lontano undicennio torinese) all'insegnamento superiore, prima 
(1794) nella effimera (ma in appresso ricostituita) École Normale 
Supérieure, e poi (a partire dal 1795) in quella École Polytéchni- 
que che, anche per, merito suo, salì presto ad alta fama. 

Così come la Rivoluzione non aveva nociuto al Lagrange, 
neanche la restaurazione napoleonica gli nocque, anzi gli giovò 
grandemente, essendo egli evidentemente tutt'altro che uno 
studioso politicamente engagé! Egli acquistò invero rapida- 
mente alta stima da parte di Napoleone, che l’aveva perso- 
nalmente conosciuto fin dal 1797 nelle sedute dell’Institut 
(succeduto due anni prima alla disciolta Accademia) e che 
era particolarmente ben disposto verso i cultori delle scienze 
fisico-matematiche, tanto che, poco dopo, volle fare (senza 
molto successo) del Laplace un ministro dell’interno! Il Nostro 
ebbe invece il buon senso di non uscire mai dal suo campo 
specifico e quale professore, membro dell’Institut e del Senato 
nonchè, più tardi, Conte dell'Impero il 10 aprile 1813 concluse 
serenamente, fra i più alti onori, la sua laboriosa giornata, 
proprio quando la stella napoleonica cominciava ad offuscarsi 
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all'orizzonte. Fu amorosamente assistito fino all'ultimo dalla 
seconda moglie, figlia dell’astronomo Lemonnier (che aveva 
sposata nel 1792, nel cuore della Rivoluzione, e da cui, come 
anche dalla prima, non aveva avuto alcun figlio) e fu seppellito, 
con gran pompa, tre giorni dopo nel Pantheon parigino. 
Riassunta così, per sommi capi, la vita del Lagrange — 
che ebbe la singolare ventura (o l’abilità) di potere continuare, 
sostanzialmente indisturbato, i propri alti studi in mezzo ad 
alcune delle più violente convulsioni della storia umana — non 
possiamo evitare, sotto pena di apparire reticenti, la controversa 
questione della nazionalità del Nostro che, cinquant'anni or 
sono, diede luogo a qualche non simpatica controversia. È 
egli da considerare come francese, o come italiano 0 — come 
equamente dice l’ultima edizione dell’Enciclopedia Britannica 
— quale un « french-italian mathematician »? Credo che la mag- 
gioranza dei non italiani lo considerino francese, a causa soprat- 
tutto del nome e della lingua in cui furono scritti quasi tutti i 
suoi lavori. Per di più, al momento della sua morte, Torino: 
la sua città natale era (sin dal 1798) annessa alla Francia ed 
egli era divenuto, di pieno diritto, un cittadino francese. Gli 
italiani tendono invece, si capisce, a considerare Lagrange 
come un italiano, fondandosi sul suo luogo di nascita (nonchè 
del padre, del nonno e degli ascendenti materni) e sul fatto che 
passò 30 anni della sua vita a Torino, contro i 26 passati a 
Parigi (e i 21 a Berlino). Personalmente propendo all'opinione 
che. non si possa giudicare una siffatta questione, riguardante 
un uomo del Settecento quale il Lagrange, con criteri attuali; 
dimenticando cioè che il sentimento nazionale (e soprattutto 
la sua moderna esasperazione) è un fatto relativamente recente, 
dovuto soprattutto alla necessità di dare un conveniente sub- 
strato ideologico alla coscrizione obbligatoria, che nacque con 
la Rivoluzione francese. Quanto ai personali sentimenti del 
Lagrange, credo che a lui, in fondo, ben poco importasse della 
Francia, dell’Italia o della Germania, ed era dispostissimo a 
trovarsi bene ovunque lo lasciassero lavorare in pace, tanto se 
fosse al potere un Robespierre quanto un Napoleone; purchè, 
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si capisce, non lo mandassero alla ghigliottina! Non voglio 
con ciò dire che un siffatto modo di sentire sia encomiabile, 
ma il mondo non è popolato da soli eroi e, ci piaccia o no, è 
così che, in cuor loro, pensano i più, non esclusi i Lagrange ! 

Passo ora a cercare di dare un'idea — in quanto possibile 
senz’entrare in dettagli ermetici ai profani — dell’immensa 
opera scientifica del Lagrange che, opportunamente perfezio- 
nata dai successori, tra cui principalmente Cauchy e Weierstrass, 
costituisce buona parte delle basi della moderna matematica. 
Ed è opera immensa anche come ampiezza, chè l’edizione pari- 
gina curata dal Serret fra il 1867 e il 1892 delle Opere complete 
del Nostro occupa ben 14 grossi volumi. 

Non mi pare dubbio che il principale tra i molti contributi 
portati dal Lagrange alla Scienza, sia stato la sistemazione 
della meccanica teorica in un corpo coerente di teorie fra loro 
razionalmente connesse, tanto che è invalso l’uso di chiamarla 
«Meccanica razionale », in contrapposizione alla meccanica nel 
senso del linguaggio ordinario. Tale sistemazione fu principal- 
mente compiuta con la sua magistrale « Mécanique analytique » 
pubblicata a Parigi nel 1788 ma redatta nel precedente periodo 
berlinese. In essa occupa una posizione centrale quello che 
viene oggi detto il principio dei lavori virtuali (veramente 
Lagrange parlava di velocità virtuali) da cui vien fatta logica- 
mente discendere l’intera Statica e — attraverso il principio di 
D’Alembert — anche tutta la Dinamica. Ma vi si trovano anche 
una quantità di altre cose fondamentali, tra cui, principalis- 
sime, le equazioni ora dette appunto lagrangiane — che reg- 
gono il moto di un qualsivoglia sistema dinamico avente un 
certo numero di « gradi di libertà ». È inoltre da notare che non 
si tratta soltanto di una sistemazione critico-speculativa (del 
genere, tanto per intenderci, del moderno bourbakismo) ma vi 
sono anche una quantità di applicazioni importanti, in buona 
parte originali, particolarmente nel campo della Meccanica 
celeste, di cui il Lagrange fu uno dei più grandi cultori dopo 
Newton. Tanto che, cosa dianzi inaudita, durante la sua per- 
manenza a Berlino, fu ben cinque volte premiato dall'Accademia 
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di Parigi, che aveva messo a concorso vari premi in quel campo, 
per esempio, la teoria dei satelliti di Giove. 

Altri fondamentali contributi del Lagrange concernono 
l’altra sezione del nostro Simposio: il Calcolo delle Variazioni, 
che può riguardarsi come da lui fondato. Si tratta, in sostanza, 
dell'estensione della teoria dei massimi e minimi delle funzioni 
al campo dei funzionali, cioè dei numeri dipendenti da tutte 
le «ordinate » del diagramma di un’indeterminata funzione, 
dall’inclinazione delle sue tangenti, ecc. Per esempio, ‘il tempo 
impiegato da un carrello per scendere (senza attrito) da un dato 
punto A ad un dato punto B (non sulla stessa verticale di A) 
sotto l’effetto della forza di gravità, seguendo una rotaia di 
una certa forma, dipende ovviamente dalla forma di questa 
rotaia. Come deve essere foggiata acciocchè tale tempo sia il 
più breve possibile? Questo celebre « Problema della brachisto- 
crona », che è un tipico problema di Calcolo delle Variazioni, 
era stato formulato e risolto alla bene e meglio (si trova che la 
rotaia deve avere la forma di un arco di cicloide) già molto prima 
che Lagrange se ne occupasse. Solo però con il Lagrange la 
sua soluzione viene inquadrata in un metodo generale: quello 
dello studio dell’effetto di una piccola variazione della curva 
da determinarsi, applicabile anche in tanti altri casi. Per esempio, 
nel non meno celebre « problema degli isoperimetri », conducente 
alla conclusione che, tra tutte le curve piane e chiuse aventi 
una medesima lunghezza, quella che racchiude la massima area 
è il cerchio. Problemi di questo genere devono la loro grande e 
tuttora viva importanza soprattutto al fatto che una gran quan- 
tità di leggi naturali, economiche, ecc. possono esprimersi in 
forma variazionale, cioè tradursi nella condizione che un certo 
funzionale (in genere: un integrale) debba essere massimo o 
minimo. \ 

Un altro campo in cui il Lagrange ha impressa un’orma 
non peritura è l’A/gebra, che ai suoi tempi (come, del resto, 
fino a pochi anni or sono) era intesa essenzialmente come teoria 
delle equazioni algebriche, cioè delle equazioni ottenute ugua- 
gliando a zero un polinomio di un certo grado n. Com'è noto 
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(a chi è noto) già nei primordi della nostra scienza, i matematici 
dell’antica Grecia erano riusciti a risolvere esaurientemente, per 
via geometrica, i problemi corrispondenti al caso n = 2, cioè alla 
risoluzione delle equazioni algebriche di 2° grado, che ancora 
oggi occupano tanta parte (forse una parte eccessiva), nell’inse- 
gnamento liceale della matematica. I matematici greci avevano 
invece dovuto arrestarsi di fronte ai problemi di terzo grado o 
superiore, per esempio di fronte al celebre problema di Delo: 
costruire il lato di un cubo di volume doppio di un cubo dato. 

Fu merito insigne degli algebristi italiani del Rinascimento: 
Cardano, Tartaglia, Ferrari e altri, di essere riusciti a risolvere 
con mezzi algebrici (operazioni aritmetiche fondamentali ed 
estrazioni di radici) anche le equazioni di terzo e quarto grado; 
ed è di lì che, dopo la lunga notte del medioevo, prende inizio 
la matematica moderna. Nè essi però, nè molti altri che lo ten- 
tarono, riuscirono ad andar oltre, cioè a risolvere, con mezzi 
analoghi, anche equazioni di 5° grado e supériore; tranne in 
casi particolari. Perchè mai? Perchè i metodi dei succitati mate- 
matici rinascimentali, che riuscirono a ricondurre la risoluzione 
delle equazioni di 3° e 4° grado a quella di certe « risolventi » 
di grado inferiore, fallivano nel caso del 5° grado o superiore ? 

Quest’enigma, che aveva tormentato molti grandi mate- 
matici dell’epoca, non fu completamente chiarito dal Lagrange 
e bisognò attendere i lavori del medico modenese Paolo Ruffini 
(1765-1822) e del grande matematico norvegese Niels Abel 
(1802-1829) per giungere finalmente alla dimostrazione del- 
l'impossibilità, in generale, della risoluzione algebrica delle 
equazioni di grado superiore al quarto. Tuttavia fu il Nostro 
che spianò la via per la soluzione del problema collegando per 
la prima volta i metodi per la risoluzione di un'equazione alge- 
brica allo studio delle possibili permutazioni delle sue radici, 
ciò che doveva poi fornire la chiave del mistero. E taccio, per 
necessaria brevità, di altri meriti algebrici del Lagrange — 
per esempio in quella che fu poi detta teoria delle forme — 
nonchè dei suoi studi aritmetici, per esempio nel campo del- 
l'analisi indeterminata di 20 grado. 
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Il Lagrange ha anche molto sentito un altro dei grandi 
problemi matematici della sua epoca e della successiva: la 
necessità di porre su più solide fondamenta l’analisi infinitesi- 
male di Newton e Leibniz. Analisi che — sebbene avesse già 
ottenuti così smaglianti successi da mettere fuori questione la 
sua sostanziale validità — riposava ancora su basi così vacil- 
lanti che, ad esempio, il D’Alembert, ad un principiante che 
aveva sollevato dei dubbi tutt’altro che infondati su alcuni 
punti di essa, non potè che rispondere: « Allez en avant, la foi 
vous viendra!». Bisogna però riconoscere che il Lagrange — 
che era già perfettamente conscio di uno dei due principi fon- 
damentali della matematica moderna: l'opportunità d’inqua- 
drare i problemi in una visione generale delle cose, ma non 
ancora abbastanza dell’altro: la necessità dell’assoluto rigore 
logico — non ebbe la mano molto felice nel cercare di porre su 
nuove basi il « calcolo sublime ». Invero, il Nostro — ubbidendo 
alla sua, del resto sana, tendenza a respingere ai margini della 
matematica le questioni «metafisiche » o che, comunque, non pa- 
revano suscettibili di una precisa formulazione — credè di poter 
eliminare radicalmente le difficoltà inerenti alla definizione delle 
derivate di una funzione come quoziente d’infinitesimi, partendo 
dallo sviluppo in serie di Taylor della funzione, che postulò va- 
lido a priori; sviluppo i cui successivi coefficienti stanno in sem- 
plicissimo rapporto con le successive derivate della funzione. 

Il guaio è che — contrariamente a quel che Lagrange rite- 
neva — non poche funzioni, anche molto semplici e che si 
presentano ben spontaneamente, per esempio: la più breve 
distanza del punto d’ascissa x da due punti fissi (per esempio 
o ed 1), non sono sviluppabili in serie di Taylor! Comunque, 
anche quando sbaglia, un uomo di genio come il Lagrange 
difficilmente fa un’opera del tutto inutile (mentre quelli che 
valgono poco, anche senza sbagliare, riescono spesso a fare 
opere del tutto inutili!) e così il Nostro, seppur non riuscì 
nell'intento che si era proposto, iniziò senza volerlo lo studio 
di un fondamentale capitolo della moderna Analisi: quello 
appunto delle funzioni sviluppabili in serie di Taylor o funzioni 


2 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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«analitiche » come più brevemente si chiamano, con la stessa 
locuzione usata dal Lagrange. Fra l’altro, queste funzioni, sono 
le sole (o quasi) che sia utile considerare anche nel campo dei 
numeri complessi, come più tardi mostrò, fra gli altri, A. Cauchy 
(1789-1857), il più grande degli allievi del Lagrange all’« École 
Polytéchnique », a cui principalmente si deve il raggiungimento 
del fine sfuggito al Maestro: il consolidamento delle basi del- 
l’Analisi infinitesimale, per mezzo di un'adeguata teoria dei 
limiti delle successioni e delle funzioni. 

Del resto, anche a prescindere da quanto sopra, nel trazté 
des fonctions analytiques del Lagrange e nelle Lecons sur le 
calcul des fonctions che ne costituiscono la continuazione, si 
trovano una quantità di cose interessanti che basterebbero già 
ampiamente a giustificarne la pubblicazione, per esempio, il 
teorema del valor medio, la formula (detta appunto di La- 
grange) per il resto della serie di Taylor arrestata ad un suo 
certo termine, ecc. 

A chiusura di questo rapido e incompleto sguardo all’opera 
del Lagrange, vogliamo infine accennare ad una delle sue ultime 
(1809, a 73 anni) scoperte matematiche: quella del metodo della 
variazione delle costanti arbitrarie nell’integrazione delle equa- 
zioni differenziali lineari, perchè è un classico esempio — meri- 
tevole di essere seriamente meditato nei tempi che corrono — 
di quanto la matematica pura possa guadagnare dai contatti 
con quella applicata. Come è noto a chi conosce il Calcolo, 
questo metodo importante consiste nel cercare di soddisfare 
un'equazione differenziale lineare non omogenea, sostituendo 
alle costanti arbitrarie che compaiono nell’integrale generale 
della corrispondente equazione omogenea, opportune funzioni 
da determinarsi (onde lo strano nome del metodo), ciò che 
risulta abbastanza facile. Orbene il Lagrange giunse a quest'idea 
— che pare semplice solo dopo che la si è avuta — partendo 
da un fondamentale problema di Meccanica celeste in cui essa 
si presenta in modo del tutto spontaneo. Per comprenderlo, 
pensiamo al movimento della Terra intorno al Sole. Se non 
ci fossero anche la Luna, Giove e gli altri pianeti, tale movi- 
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mento avverrebbe, come molti ricorderanno, secondo un'orbita 
ellittica con uno dei suoi fuochi nel Sole, orbita i cui « elementi » 
(asse maggiore, eccentricità, ecc.) dipendono dalle costanti 
arbitrarie che si presentano. nell’integrazione dell’equazione 
differenziale del problema. Dato però che ci sono anche le 
accennate « perturbazioni », il movimento non sarà più esatta- 
mente, ma solo approssimativamente ellittico, e si presenta 
del tutto spontanea l’idea di pensare che l’orbita sia ancora 
un'ellisse, ma un’ellisse i cui elementi variano col tempo; il che 
si rivela molto vantaggioso, perchè tali variazioni risultano 
molto piccole e molto lente. Ecco come Lagrange giunse al 
suo metodo di variazione delle costanti arbitrarie, che poi 
giovò anche in tanti altri casi! 

Cose di questo genere vanno, come dicevo più sopra, par- 
ticolarmente meditate nei nostri tempi, in cui un’esagerata 
tendenza della matematica all’astrazione più spinta, disgusta 
e respinge quelli che della matematica hanno bisogno per 
applicarla. Invero l'imminente divorzio della matematica dalle 
sue applicazioni, nuocerà certamente a queste ultime, ma anche 
e forse ancor più alla matematica pura. 

E nei nostri inquieti tempi vale anche la pena di ricordare le 
serene, quasi socratiche parole con cui Lagrange si congedò da 
un gruppo di amici andati a salutarlo e a portargli, per incarico 
di Napoleone, un’alta decorazione, due giorni prima della morte: 


«La morte non è da temere: quand’essa arriva senza sofferenza, 
è come un'ultima funzione della vita, non penosa nè sgradevole 
Ho terminata la mia carriera, ho acquistata qualche celebrità nelle 
Matematiche, non ho odiato alcuno, non ho fatto del male, e bisogna 
pur finire! ». 


È una non spregevole wersione laica del ben noto congedo 
paolino: 


«Io ho combattuto il buon combattimento, ho finito la corsa, ho 
serbata la fede, ecc ...» (II Timoteo 1v, 7-8). 
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Criteri sufficienti nel Calcolo delle variazioni 
e loro applicazioni. 


Riassunto. — Si enunciano teoremi che forniscono criteri sufficienti 
per il minimo assoluto di integrali pluridimensionali dipendenti 
da un vettore a più componenti e dalle derivate parziali di questo, 
d'ordine qualsivoglia. Si indicano applicazioni a teoremi di unicità. 
per le soluzioni di talune equazioni funzionali e alla separazione 
degli autovalori di un parametro da cui queste dipendano. Le 
dimostrazioni dei teoremi enunciati trovansi esposte in una recente 
Memoria dell'Autore, dedicata allo stesso argomento, pubblicata nel 
Vol. VII della Serie VIII delle Memorie fisiche della Sezione 14 
dell’Accademia Nazionale dei Lincei. 


INTRODUZIONE 
Per una funzione reale (x, %2, ..., x) delle variabili 
reali x,, x., ..., 4, di classe x, le sue derivate parziali, da quelle 
del primo a quelle d’ordine u, incluse, sono in numero di 
Pie LA 
u!lr! ; 


Denoterò con (u, 7) tale numero e, numerate con una certa 
regola prestabilita tutte quelle derivate, denoterò col simbolo 


Du [h=1,2,.., (47) 


la derivata parziale della v alla quale compete il numero h 
e con yn(< ) l'ordine di tale derivata. Designerò inoltre, con 

A un dominio regolare dello spazio reale euclideo X, 
e 7 dimensioni, il cui punto generico sia indicato con x e con 
Xi, X%2, «+, %y lo siano le sue coordinate; 


n° tnt ae Fa 
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FA la frontiera di A; 
y*(x) un assegnato vettore a n componenti reali 
Vi* (4) (RESINA) 


funzioni del punto x, continue nel dominio A; 
0'(x) e 0''(x) due vettori, del pari, a n componenti reali 
gi (1), 2:(4) (i=1, 2, ..., #), 


funzioni del punto x, definite nel dominio A, potendo queste 
divenire o essere sempre infinite, verificanti le condizioni: 


ei (x) 20, oi’) 20, per x€ A 
01 (1) + 0;(x) > 0, per x€ A — FA 
Y lo spazio reale euclideo, ad n dimensioni, il cui punto 


generico sia indicato con y e con yi, Y2, ..., Yn lo siano le sue 
coordinate; 


R(x) un dominio rettangolare dello spazio Y, funzione 
del punto x, definita in A, dal verificarsi delle condizioni: 


xEA, vita) — (9 £visv*() +0: (0=1,2,..., n); 


B[y*(x), 0'(x), 0'(x)] l'insieme, supposto un dominio, 
dello spazio X x Y, del punto (x, y) = (%1, 2, ..., %, V1 Va 
..° Yn) a v + n dimensioni, luogo dei punti per i quali si ha: 


xEd,; ye Ra 


C un campo convesso (cioè un insieme aperto convesso) 
dello spazio euclideo P a 


n° (4, 7) 
dimensioni, il cui punto generico sia indicato con $ e con 
DCI 2 MAI NUTI 


lo siano le sue coordinate; 
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E‘), essendo v un fissato numero naturale non inferiore 
a p, un assegnato insieme di vettori y(x), a n componenti reali 


Yi(%), Y2(4), «.., Yn(2), 


funzioni del punto x, di classe v in A, per ciascuno dei quali, 
per x in A, il punto 


la, y(*)] = [tx 22, ..., %r) Vi(4), Y2(4), ..., Yn(®)] 
è in Be, posto 
Din = Dayi(4) L= 1,2,...,. 1; h=1,2,.5 (9 
il punto 
Diyvi(x) [E=1,2, a, %hk= 1,2, (#9) 
è in C; 
f(x, Y, D) = {(%1, x2, .... %ry Vi Var i Yni Par dra», Pm (u, 7) 


un’assegnata funzione reale del punto (x, y, $), continua nel- 
l'insieme B x C, dello spazio X x Y x P. 

Designando, per ogni vettore y(x) di E®, con Dy(x) la 
matrice iperjacobiana 


((Dayi(2)) 
come con $ sarà designata la matrice 
((Pin)), 
dall’identità 


I{o) = fi ila, y(a), Dy(a)]dx 
A 


viene definita, nell'insieme E‘), un funzionale / ;(y) del vettore 
y(x), che sarà detto un integrale r-dimensionale, di uo ordine, 
dipendente da un vettore a n componenti. 

Il problema generale di Calcolo delle variazioni che, in 
primo luogo, mi propongo di considerare è il seguente. 
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Dare criteri sufficienti affinchè un fissato vettore y(x) del- 
l'insieme E” conferisca al funzionale I;(y) il suo minimo asso- 
luto in E®.. 

Il problema è classico e la sua considerazione risale a 
Eulero e a Lagrange che dettero però, soltanto, i primi criteri 
necessari per il minimo, in casi particolari celebri. I primi cri- 
teri sufficienti furono dati da Weierstrass, nel caso in cui l’inte- 
grale /(y) sia unidimensionale, 7 = 1, o bidimensionale, 7 = 2, 
sia del primo ordine, «= I, e il vettore y(x) si riduca ad uno 
scalare, n=. 

Nel 1922, nel mio corso di Analisi superiore all’Università 
di Catania, e al Congresso della Società Italiana per il Progresso 
delle Scienze, colà tenutosi nello stesso anno, considerai alcuni 
criteri sufficienti negli stessi casi trattati da Weierstrass, criteri 
che risultano meno restrittivi di quelli dati dal grande autore. 

Se si approfondiscono le analisi che conducono a questi 
criteri, si vede — alla fine — che tutto consiste nella costruzione 
e nell'impiego di quelle funzioni che, in una mia Memoria 
lincea del 1961, dedicata al caso in cui l'integrale I;(y) è del 
primo ordine e ad un particolare insieme El), ho chiamato 
funzioni d’'invarianza relative a quell'insieme. Devo dire che le 
dette funzioni furono — come appresi da una superficiale 
recensione del GrAvES, apparsa nel fascicolo del luglio 1961 
della Math. Reviews, di una mia nota sullo stesso argomento, 
del 1960 — considerate anche, nel caso del primo ordine e 
per un particolare insieme E), dalla Scuola di Chicago, di. cui 
un componente, il signor A. W. LANDERS, iniziò uno studio, 
in una memoria, pubblicata durante l’ultima guerra mondiale, 
precisamente nel 1942, dalla Univ. Chicago Press. 

Considererò, brevemente, in condizioni di grande generalità 
e per la funzione f(x, y, )) e per l’insieme El), il metodo della 
funzione d’invarianza, per l'ottenimento di criteri sufficienti 
di minimo assoluto per l’integrale /;(y) in quell'insieme ed 
indicherò, in secondo luogo, l'applicazione dei criteri ottenuti 
alla separazione degli autovalori per un parametro da cui 
dipendono certe equazioni funzionali, che, in casi particolari 
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importanti, possono ridursi al sistema di equazioni a derivate 
parziali di EULERO-LAGRANGE, con condizioni, sul dominio o alla 
frontiera, anche di tipo integrale. 

Dirò, brevemente, che il vettore\y(x) di EM) rende minimo 
o minimizza I;(y) in E se I;(}) è il minimo assoluto di /;(y) 
in E®, che }(x) fornisce il minimo proprio di I;(y) in EW o 
che (x) minimizza propriamente I;(y) in E), oppure che 
1;(}) è il minimo proprio di I;(y) in E®, se si ha, in E”, 


Iv) — I(3) >, per ya) # (2). 


Adotterò la seguente notazione semplificatrice. Se (x) 
indica un fissato vettore di El) e g(x, y, $) una funzione definita 
in B x C, col simbolo 


P(A), 
indicherò la funzione del punto x, definito, in A, sull’identità: 
PV) = gx, Ha), DI(2)]. 


Le derivate parziali del primo ordine, eventualmente 
esistenti, della funzione f, rispetto alle variabili x, Vi, din SA- 
ranno indicate coi simboli 


fap yy Fou I na) I, 2, II) rv; î fera I, 2, vue, N; h dor I, 2, 1099 (4, 7) 
quelle del second’ordine, coi simboli 


} PRO vv LT Ivibm Ibabnbn 
2, 154 = 15 2; s00) vj 1, ;) Lasi I, 2, ee.) n; h, k dano I, 2, CEE (1, ?)}, ecc. 


Se la funzione f possiede, continue in B x C, tutte le deri- 
vate parziali /,,,, dirò che una funzione $(x) di E) è regolare, 
rispetto alla funzione f, se, supposto che sia 


QRIA-ha Er 


Dx = 
17 Gabor... dae 





la funzione 


Iban (%) = fon (49 (4), DI (4)], [{=1,2,...n; A=1,2..., (4,9)], 
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Ri possiede, continue in A, tutte le derivate parziali 


Qu+h+ ceto Ri 
boa .. dale tal) » 


essendo 
\ ly < kr, la = kh, .... l<hky. 


Supposta la funzione /, oltrechè continua in B x C, ivi 
di classe uno rispetto alle variabili y; e f;n, chiamerò operatore di 
EuLERO-LAGRANGE, l'operatore che fa passare dal vettore y(x) 
ad n componenti, al vettore avente lo stesso numero di com- 
ponenti, date da 


37) 


fy[x, (2), Dy(M] + 2, (— 1Dafpal®, v(2), Dy(2)], 


I \ 


( a RI 
Per tale operatore adatterò la notazione 
(SA 


He per la componente i del vettore &(y) la notazione 
0). 


La variazione prima dell’integrale I;(y) relativa al passaggio 
dal vettore }(x) al vettore y(x) di E() è data dall’integrale 


n (4, 7) 
Vlbe0i-3+L ha Divi — dda, 
i=I 3 h=1 ; ; 
A 
e ha interesse osservare un’espressione di essa alla quale si per- 
| viene, nell'ipotesi che la funzione $(x) sia regolare (1), mediante 
| successive integrazioni per parti in ciascuno degli integrali 


TETI 
A 


(1) È sottointeso: «rispetto alla funzione f» 
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La detta espressione è data dall’identità: 


n (11,7) 
by: (vi — Da) +DI fon Dalvi — Ji) | de = 
j= hf 


1 
A 


I 


n n 
=|])} ) gal) Dili — Fddo + | YEHM(vi — pda, 
i=1pnSp—1 a=1I 
FA A 


ove le gin(x) sono ben determinate funzioni di x, definite su 
FA, continue su ogni porzione di ipersuperficie regolare appar- 
tenente a XA, che dipendono dalla {(x, y, #), dalla $(x) e dalla 
FA. L’apposizione dell'indice o su gix ha l'ufficio di ricordare 
che la &;,(x) dipende dalla y(x) e non dalla y(x). 

Ogni funzione y(x) di E che sia regolare e soddisfi, nel 
dominio A, il sistema di equazioni di EULERO-LAGRANGE, a de- 
rivate parziali d’ordine 24, 


(1) &(y)=o0 = talia 


sarà detta un’estremale per l’integrale I;(y). 

Dirò che l'insieme E) è convesso se, comunque, si assu- 
mano due vettori y'(x), y'(x) di E), appartiene sempre ad 
El) ogni vettore 


va =YA+" - va], 
con ? costante reale arbitraria, verificante la limitazione: 
OSUST. 
È tale l'insieme El) se esso è la totalità delle funzioni 


y(x), di classe v in A, per i quali il punto [x, y(x) Dy(x)] è sempre 
in B x C, ed un certo numero di assegnati operatori distribu- 


tivi, operanti su y(x), devono avere risultati prescritti. 

Dirò l'insieme E di Dirichlet se, essendo $(x) un pre- 
scritto vettore a n componenti, funzioni del punto x, di classe x 
in A, per il quale il punto [x, 9(x), Dy(x)] è sempre in B x C, 
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E) è la totalità dei vettori y(x) funzioni di x, di classe v in A, 
per le quali il punto [x, y(x), Dy(x)] è sempre in B x C, veri- 
ficanti, sulla frontiera di A, le identità: 


y(x) = 9(4), per xEFA. 


Dy(x) = Dy(x), per x €E FA e per ogni indice %, per cui 
Suo I. 


Evidentemente, un insieme E) di Dirichlet è convesso e 
libero di condizioni nell'interno di A. 

Dirò che l’insieme E) è totalmente libero di condizioni se, 
essendo sempre 


0'(x) + 0”(a)>o. per x€EA (i=1,2,...; 7), 


l'insieme E) è la totalità delle funzioni y(x) di classe v in A, 
per i quali il punto [x, y(x), Dy(x)] è sempre in B x C. Ovvia- 
mente, un tale insieme è convesso. 


I. — PRIMI CRITERI SUFFICIENTI E LE FUNZIONI D’INVARIANZA. 


Un banale primo criterio sufficiente ha il seguente enunciato. 
La funzione (x) minimizza I;(y) in E%, se, per ogni punto 
(x, y, p) di BXC, risulta © i 


(1.1) f(x, v, P) — fx, Sx), DI(a)] = o, 


e propriamente se, comunque si fissi x in A, ha luogo nella (1) 
l'eguaglianza soltanto per y= (x). Meno restrittivamente, 
$(x) minimizza I;(y) in EW), se per ogni funzione y(x) di E), 
risulta 


(1.2) fx, y(*), Dy(a)] — fx, Ya), Di(a)] = 0, 


e propriamente se nella (1.2) ha luogo l’eguaglianza soltanto 
per y(x) = %(x). Un criterio sufficiente meno banale, pur esso 
immediato, ha il seguente enunciato. 
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Supposto l’insieme E di Dirichlet, la funzione (x) mini- 
mizza I;(y) in El), se si possono scegliere le x * (u, v) costanti: 


Cia: [= 158; A AE Re AT; 


in maniera da risultare, sempre in B x C, 


(1.3) {(3,y.)— a (a — Daf) — fl9A), Dila)zo, 


Ì TE 


e propriamente se, comunque si fissi x in A, ha luogo nella (1.3) 
l'eguaglianza soltanto per y= %(x). Meno restrittivamente, 
(x) minimizza I;(y) in E®), se, per ogni funzione y(x) di E), 
risulta 


(4,7 


(1.4) = {[a,y(x nà S cinlDayi(x) — Da:(2)] 


h= 
- — fx, ya), Dia] =o 


e propriamente se nella (1.4) ha luogo l'eguaglianza soltanto 
per y(x) = 5(2). 

Valendo, infatti, la (1.3) o la (1.4) si ha, per ogni funzione 
y(x) di E®, I;(y) — I;(Y) =0, poichè 


cui 


Ì Je 


è costante in E) 

Questo esempio, ben semplice, suggerisce una via da 
seguire per ottenere criteri sufficienti più generali. Quello della 
ricerca di funzioni v(x, y, #), continue in B x C, per le quali 
l’integrale 


19) = fotx, (0), Dy(ajax 


4 


è costante in E. In possesso di una tale funzione si ha il 
generale criterio sufficiente del seguente enunciato. 
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I. La funzione Y(x) minimizza I;(y) in El), se, per ogni 
punto (x, y, p) di B x C, risulta: 


(1.5) Hx,y,p) — v(%,y,P) 
+v[x,3 (2), DI (A) — #[x,9 (x), DI (A) ZO, 


e propriamente se, comunque si fissi x în A, ha luogo l'eguaglianza 
nella (1.5) soltanto per y = Y(x). 

Meno vestrittivamente, y(x) minimizza I;(y) in EU), se per 
ogni funzione y(x) di E) risulta: 


(1.6) f [x, y(4), Dy (4)] — v Ia, v(2), Dy (#)] 
+ 0[x,5(2), DIA] — f[x, 5a), DIA] 20, 


e propriamente se nella (1.6) ha luogo l'eguaglianza soltanto per 
y(x) = Y(x). 

Evidentemente, un tale criterio sarà tanto più potente 
quanto più vi è di arbitrario nella funzione v(x, y, $) e si può 
affermare che il progresso nella potenza di simili criteri suffi- 
cienti consiste in quello dell’arbitrarietà della funzione v(x, y, 
d) impiegata. 

Una funzione v(x, y, #), continua in B x C, per la quale 
l’integrale /,(y) è costante in EM è stata da me chiamata, 
in taluni casi particolari precedentemente considerati, funzione 
d’invarianza per l'integrale Iy(y) nell'insieme El) e così seguiterò 
a chiamarla in generale. Ricorrendo a queste funzioni, il com- 
pito di colui che ricerca criteri sufficienti i più efficaci possibili, 
può limitarsi a quello della costruzione di funzioni d’inva- 
rianza che godano di un’arbitrarietà la più grande possibile. 
Per un tale compito giova tener presente che se la funzione v(%, 
y, d) è d’invarianza nell’insieme E), una qualsivoglia funzione 
y(x) di questo insieme, simultaneamente minimizza e massi- 
mizza I,(y) nell'insieme stesso e pertanto devono essere, per 
ogni funzione y(x) di E, simultaneamente soddisfatte le 
condizioni necessarie per il minimo e per il massimo di /y(y) 
in E”. Pervenuti ad una funzione v(x, y, ) che verifica questa 
condizione, essa sarà certamente funzione d’invarianza per 
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Iy(y) in E, se, ogni funzione y(x) di E‘ simultaneamente 
verifica le condizioni sufficienti per il minimo e per il massimo 
di I,(y) in E®, 

Si è così pervenuti ai teoremi seguenti che consentono di 
ottenere alcune delle funzioni di invarianza di cui oggi si è in 
possesso. 


II. Se l'insieme E) è di Dirichlet, una funzione V(x, Y, P), 
di classe uno in B x C, rispetto alle variabili yi e pia, € rispetto 
alla quale ogni funzione di E è regolare, è d’invarianza per 
Iy(y) in EM), se il sistema di equazioni di Eulero-Lagrange (1) 
è un'identità in E). 


III. Se l'integrale Iy(y) è del primo ordine (u = 1) e l'insieme 
E), con v= 1, è di Dirichlet, è funzione di invarianza — ed è la 
più generale se (n — 1) (r — 1) = 0 — quella definita dall’identità: 


v 


(1.7) ox, Y, d) =), ) vx, vd 


i=1h=1 


% 


via, Y)dyi + d(2), 


nella quale: 


le vîh(x, y) sono r-n funzioni arbitrarie, continue in B, 
con le derivate 


si oi nta, ADDICE 7) 
verificanti, in B, le identità 


ine 
Vi = 0,5 


V(x) è un’arbitraria funzione continua del punto x; 


l'integrazione è eseguita lungo una qualsiasi curva asso- 
lutamente continua, tracciata nel dominio R(x) dello spazio Y, 
congiungente il punto y*(x) col punto y. 
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IV. Se l'integrale Iy(y) è del primo ordine e l'insieme El), 
con v= I, è un qualsivoglia insieme convesso, è funzione di 
invarianza quella definita. dalla (1.7), le vî(x, y) verificando le 
condizioni imposte dal teor. prec., ed inoltre le identità 


v(x, y) =0, per xE FA. 


Possono, tali funzioni, ottenersi da quelle del teor. III, 
moltiplicando ciascuna v°(x, y) per un’arbitraria funzione 
g*(x), dipendente soltanto dal punto x, continua, in A, con 
la derivata ‘ì(x), identicamente nulla su FA. 


V. Se l'integrale Ly(y) è del primo ordine, e l'insieme E0, 
conv = 2, è di Dirichlet, è funzione d’invarianza una qualsivoglia 
combinazione lineare a coefficienti costanti di determinanti minori 
della motrice p e quindi la somma della funzione data dalla (1.7) 
con una tale combinazione. 


VI. Nel caso in cui l'integrale I)(y) è bidimensionale, del 
secondo ordine e y è uno scalare, opereremo nei simboli adottati, 
perr=2,n=1,u=2, la sostituzione di Monge: 


L y rd gir s t 
Xx %2 Y Prr Pra Piz dra disl 
Se l'insieme E®) è di Dirichlet, supposto v = 4, è funzione di 
invarianza quella definita dall’identità: 
(1.8) v(x, y, 2, D,q,Y,sS,t)= 
x° (1 — 5°) + pird + p'?rg + p'3rz 
+ gp?! + p°2sg + p?352 
+ pd + pig + plz 


+. (xya +02 + 9$° — py° + 2913) 


gq2 


tlxa + pf +97 — vi + 2933) 
+{(-xyt 9: + 9 + P°3) dI 


î I : & 
turpe + watt vi — PR DI = 


n|a »|® 


2 








Ù 
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ove le dodici funzioni, delle variabili x e y, 


x(%, Y), P(X, Y), PI°(x, Y), P13(x, D), 
P(x, Y), P°(£, Y), P93(£, Y), 
P3(X, Y), P3(%, Y), P3I(x, V), wt(x, V), w°(%, 9), 


sono arbitrarie, in A di classe tre la y, di classe due le pi e di classe 
uno le yî. 


VII. Nel caso del teor. prec. se l'insieme E, con v= 4, è 
un qualsivoglia insieme convesso, la funzione definita dalla (1.8) 
è d’invarianza, se 
la funzione y è identicamente nulla su FA, con tutte le 
sue derivate parziali dei primi tre ordini; 


le funzioni q'" sono identicamente nulle su FA con tutte 
le loro derivate parziali dei primi due ordini; 


le funzioni yi lo sono con tutte le loro derivate parziali 
del primo ordine. 


Per l'integrale /,(y), supposto del primo ordine, (n — 1) 
(f — 1)> 0, v 22, e l'insieme El un particolare insieme con- 
vesso, che offre interesse per le applicazioni alla teoria mate- 
matica dell’elasticità, sono in possesso della più generale fun- 
zione di invarianza, polinomio di secondo grado nella fin, a 
coefficienti dipendenti soltanto dal punto x. 

Recentemente, il mio discepolo ungherese, Sig. ANDRAS 
Kòsa, ha comunicato all'Accademia dei Lincei una funzione 
d’invarianza, di notevole arbitrarietà, nel caso che l’integrale 
1y(y) sia unidimensionale, del isecond’ordine, y uno scalare e 
l'insieme E di Dirichlet o affatto libero di condizioni. 


2. — CRITERI SUFFICIENTI 
PER PROBLEMI CON INSIEMI FUNZIONALI CONVESSI. 


Le funzioni 


Dinjr(x, V, P), Dini(*, Y. D), Dij(x, v, dI 
fa 2 e Rd i (59); 
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siano definite nell'insieme B x € dello spazio XxYxP, vi siano 
continue e verifichino le identità: 


Pinin = Djrihn Dj= Dj. 
Indicando anche con z un punto dello spazio Y e con g 


un punto dello spazio P, consideriamo, per ogni punto (x, y, ) 
di B x C, la forma quadratica 


(2.1) D(x, y, d, z, 9) 
nelle variabili reali z1, 22, ..., 2w 9rr 912, + In (4,7), definita 
dall’identità 


n (11,7) 
(2.1) © D(x,y,p,2,9)= Luo inir(%, Y, D)qindik 


(1,7 
+80 inj( %,Y, D dint; Di Dij(x, y, pesi < 


Sia H un insieme di vettori n(x), a n componenti n;(x) 
(£(= 1,2, ..., n) funzioni di x, di classe n in A, la forma quadra- 
tica (2.1) si dirà integralmente semidefinita positiva nell'insieme 
E x H se, per ogni vettore [y(x), n(x)], di tale insieme, risulta 


GA fo. DA). n), Dt a=o, 


A 


integralmente definita positiva se è integralmente semidefinita 
positiva e nella (2.2) vale l'eguaglianza, soltanto quando sia 


n(x) =0, per xE€EA. 


La forma quadratica (2.1) si dirà, in B x C, puntualmente 
semidefinita positiva o puntualmente definita positiva se tale 
riesce per ogni punto (x, y, $) di B x C. Si dirà, in BXxC, 
puntualmente quasi ovunque definita positiva se esiste, nello 
spazio X, un insieme A’, contenuto in A e avente la misura 
di A, tale che, detto B'’ l'insieme dei punti di B aventi in A’ 
la loro posizione ortogonale sullo spazio X, la forma (2.1) risulta 
definita positiva comunque si assuma il punto (x, y, $) in 


3 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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B' x C. Si dirà, nell'insieme E®), puntualmente quasi ovunque 
definita positiva, in A, se, comunque si assuma un vettore y(x) 
di E®)}, la forma quadratica, nelle variabili z; e gir, 


P(x, y(x), Dy(a), 2, 9) 


risulta definita positiva in un insieme A’[y(x)] di punti di A, 
avente la misura di A. Sussistono i teoremi seguenti. 


VII. Se la forma quadratica (2.1) è, nell'insieme B x C, pun- 
tualmente quasi ovunque definita positiva, essa è, per qualsivoglia 
insieme E), puntualmente quasi ovunque definita positiva in A. 


IX. Se la forma quadratica (2.1) è puntualmente semidefinita o 
definita positiva in B Xx C, essa è integralmente semidefinita o definita 
positiva nell'insieme E x H, quali si siaro gli insiemi EW e H. 


X. Se la forma quadratica (2.1) è, nell'insieme EU, puntual- 


x 


mente quasi ovunque definita positiva in A, essa è integralmente 
definita positiva nell'insieme E” x H, per qualsivoglia insieme H. 


XI. Se la forma quadratica (2.1) è, in B x C, puntualmente 
semidefinita positiva e può essere, nell'insieme E® x H, 
Dx, (x), Dy(x), n(2), Dy(x] =0, per x€4, 
soltanto quando si abbia 
n(x) =0, per x€A, 


la forma stessa è integralmente definita positiva nell'insieme EW) x H. 

Introducendo, per la funzione {(x, y, ?), supposta di classe 
due in B x C, rispetto alle variabili y; e fin, la relativa forma 
quadratica hessiana, rispetto alle dette variabili, dipendente 
dalle variabili z; e gi, definita dall’identità 


n (11,7) 
IE;(x, My DI, Z, 9) i do Salman v D)dindik 


I 


(4,7) 
+2) fospa (0, D)ginz; + fyo,(%, Y, pres ; 
h=1 


si possono enunciare i seguenti criteri sufficienti. 
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XII. L'insieme E sia convesso e la funzione f(x, y, p) 
di classe due, in B x C, rispetto alle variabili yi e pin. Sia pos- 
sibile definire una funzione v(x, y, p), di invarianza per l’inte- 
grale Iy(y) nell'insieme E, pur essa, in B x C, di classe due, 
rispetto a quelle variabili, in modo che l’hessiana della funzione 
f— v, rispetto alle variabili yi e Pin, 4 


n | 
(2.3)  I/_o(x,y, d.2,9)= Li he (# Pinin Uppa) Dindik 


(4,7) 

+2 sa (f Vibin T Uysbin) dinkj + (f Vi vob) ’ 
h=1 

risulti, nell'insieme E x H, ove H è la totalità dei vettori 

n(x), di classe v in A, integralmente semidefinita positiva (nega- 

tiva). In tale ipotesi, una funzione Y(x) di E®), tale che, per ogni 

funzione y(x) di E®), si abbia 


L 


i=1I 


jb) Mt sh Dili) — j(a)]lde=o, 








(condizione, questa, necessaria per il minimo) minimizza I;(y) 
in E®, e propriamente se ha luogo la integrale definitezza posi- 
tiva in EM x H della detta forma (2.3). 


XIII. Nelle ipotesi del teor. prec., se la funzione J(x) è 
un’estremale e sulla frontiera di A è tale da risaltare, per ogni 
funzione y(x) di E), 


Di L dul)Dibi— kde =o, 


FA 


. (condizioni, queste, necessarie per il minimo, se l'insieme EW è 
libero di condizioni nell'interno di A e inoltre, per x interno ad A, 
il punto [x, Y(x)] è sempre interno a B) essa minimizza 1;(y) 
in EM e propriamente se si ha la integrale definitezza positiva, 
in E% x H, della forma (2.3), H essendo la totalità di vettori 
n(x), di classe v in A. 
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Interessa osservare che i teoremi XII e XIII continuano 
a valere, in taluni casi, sostituendovi all'insieme H uno più 
ristretto. Sussiste, per esempio, il teorema seguente. 


XIV. Se l'insieme E è la totalità delle funzioni, di classe 
v în A, per le quali il punto [x, y(x), Dy(x)] è in B x C, verificanti 
le condizioni 


Jsb(a)] = Isa) (s=1, 2, ...) 


ora gli Js, designano assegnati operatori distributivi e Ys(x) altret- 
tanto assegnate funzioni di x, definite in A o su FA, oppure, 
soltanto, su FA, în particolare, se l'insieme E‘ è di Dirichlet, 
valgono, nelle ipotesi poste, i teoremi XII e XIII, potendovi 
restringere l'insieme H in quello dei vettori n(x) di classe v in A, 
verificanti le condizioni 


Jsn(] = 0 (STR 


3. — TEOREMI DI UNICITÀ 
PER LE SOLUZIONI DI TALUNE EQUAZIONI FUNZIONALI 
E SEPARAZIONE DEGLI AUTOVALORI DI UN PARAMETRO 
DA CUI QUELLE DIPENDANO. 


Supposta la funzione f(x, y, #) di classe due, in BXC, 
rispetto alle variabili y; e fin, vogliamo considerare il seguente 


Problema. Siano: E’! la totalità delle funzioni y(x) 
di classe v(= u) în A, per le quali il punto [x, y(x), Dy(x)] è 
sempre in B x C, Js(s= 1, 2, ...) un certo numero di assegnati 
operatori distributivi, Ys(x) (s = 1, 2, ...) altrettante funzioni di 
x, definite in A 0 su FA, oppure, soltanto, su FA. Ricercare una 
funzione (x) dell'insieme E'%, che sia regolare rispetto alla 
funzione f(x, y, p), per la quale si abbia, per ogni funzione y(x) 
di E'0, 


(3.1) È: gin(*)Da(vi — Vi)do = 0, 
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e soddisfi le equazioni: 
(3.2) &() = 0, ‘per x€A;: (f=1,2,.., 1); 
(3.3) IWA] = 9s(a) (= 1, 2, ...). 


Per tale problema sussiste il seguente teorema di unicità. 


XV. Detto E‘) l'insieme delle funzioni di E'® verificanti le 
(3.3), se esiste una funzione v(x, y, p) di invarianza dell’integrale 
1,(y) in E”), pur essa, in B x C, di classe due rispetto alle varia- 
bili yi e pin, per la quale l’hessiana Kj_y(x, Y, p, z, q), risulti, 
nell'insieme E” x H, essendo H la totalità dei vettori n(x) di 
classe v in A, verificanti le equazioni i 


Jsln(®)] = 0 ($=1, 2, ...) 


integralmente definita (positiva 0 negativa) il posto problema non 
può posseder più di una soluzione. 


x 


Dimostrazione. — L'insieme E‘ è convesso, e, 
a norma del teorema XIII, una soluzione $(x) del problema 
minimizza o massimizza, secondochè 3€;_y è positiva o negativa, 
propriamente, l'integrale I;(y) nell’insieme El) e pertanto essa 
è unica. 

Caso particolare del Teorema ora dimostrato è il seguente. 


XVI. Assegnata una funzione y(x), di classe u in A, per la 
quale il punto [x, y(x), DY(x)] è sempre in B x C, non può esistere 
più di una funzione Y(x) dell'insieme E'® delle funzioni di 
classe v (= u) în A, per le quali il punto [x, y(x), Dy(x)] è sempre 
in B x C, che stia regolare rispetto alla funzione f(x, y, p) e 
soddisfi le equazioni 


(3.2) i &(}) =0, per x€ A; Wert) 
D(4) = Da), 
(3.4) ; per xEFA e un<Zu—I, 
Day (x) = Day), 


se si possiede una funzione v(x, y, p), pur essa, in B x C, di 
classe due rispetto alle variabili yi e pin, d'invarianza per l’inte- 
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grale Iy(y) nell'insieme di Dirichlet EM delle funzioni di E'® 
verificanti le (3.4), per la quale l’hessiana K;_y risalta integralmente 
definita (positiva 0 negativa) nell'insieme E x H, essendo H la 
totalità delle funzioni n(x) di classe v in A, verificanti le equazioni 


na) =0, 
per xEFA e unZu—I. 
Din(x) = 0, 


Rappresenti ora Z un punto di un fissato spazio euclideo A, 
ad un qualsivoglia numero di dimensioni, e supponiamo che 
dipendano dal punto 4, assunto come parametro, i domini 
A e B, il campo C, gli ‘operatori /s e le funzioni %s e f, ciò che 
sarà messo in vista rappresentando quegli elementi, rispetti- 
vamente coi simboli 


| A(4), B(4), C(A), Js(4), Is(x, 4), f(x, y, d, A), 


di funzioni, che supporremo definite, le prime quattro, nello 
spazio A, le quinte nell'insieme A(4) Xx A e l’ultima nell’insieme 
BARCA: 

Dico che, fissato un punto 4, esso è un autovalore di 7 per 
il problema considerato, oppure per il sistema di equazioni (3.1), 
(3.2), (3.3), se, per quel fissato punto 4 non sussiste il teorema 
di unità dell’eventuale soluzione. 

Per il calcolo degli autovalori di 7, come per quello delle 
soluzioni di equazioni ordinarie, può essere utile il possesso di 
teoremi che ne consentano la separazione, cioè di teoremi che 
valgano a caratterizzare insiemi L dello spazio A sprovvisti di 
autovalori. Il Teorema XV, fornisce, in proposito, il seguente, 
nel cui enunciato, per mettere in vista la dipendenza delle 
funzioni f e v dal parametro 4, vengono, queste, rispettivamente, 
indicate coi simboli /(4) e (4). 


XVII. Indichi EM(A) l'insieme E), considerato nel teorema 
XV. L’insieme L di punti dello spazio A è privo di autovalori, 
se esiste una funzione v(4), d’invarianza per l'integrale Iy(4) 
nell'insieme E®(4), pur essa, in B(4) x C(4), di classe due 
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rispetto alle variabili yi e pin, tale che, mantenendo il punto A in 
L, l’hessiana 

Lyn-om(%, y, d, 2, 9), 
st mantenga, nell'insieme EW)(7) x H(4) integralmente definita 
(positiva o negativa), essendo H(4) la totalità dei vettori n(x, 2), 
funzioni di x, di classe v in A(A), verificanti le equazioni: 


Jsl4, n(x, 4)] = 0, (Goettn:20.,): 


Immediata conseguenza di questo teorema è una notevole 
generalizzazione del classico teorema di RITZ, fornita dal seguente. 


XVIII. Sia A l’asse reale e non dipendano da % gl’insiemi 
Be C, nè gli operatori Js, e quindi neppure l'insieme EM. Sup- 
poniamo che, per la funzione v(A), dipendente dal parametro 4, 
di invarianza per l'integrale Iy)(y) in E®, si abbia: 


Him-od (*, y, d, 2, 9) = 
Dy(x, Vi d, 4, 9) rar XP(x, Vi Di 4 9), 
essendo Dy e Py, due forme quadratiche, nelle variabili zi e Qin, 
con coefficienti funzioni del punto (x, y, p), continue in B Xx C, 
la seconda conservandosi integralmente definita, positiva 0 negativa, 
nell'insieme E x H, ove H è la totalità dei vettori n(x), funzioni 
di x non identicamente nulle, di classe v în A, verificanti le equazioni 


Js[n(x)] = 0, (s=1, 2, ...). 


Detti XA, e Ay gli estremi inferiore e superiore del funzionale 


J Daft, Y(%), Dy(A), M(4), Dr()]dx 
A 


J Wola, v(2), DIA), n(2), Dy(a)]dx 
A 


», 


nell'insieme E x H, l'intervallo (— co, A), se M>—- 
e l'intervallo (Ay, + 00), se 7, < + 00, sono privi di autovalori. 
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Il calcolo delle variazioni e la semicontinuità. 


Riassunto. — St tratta di una relazione avente come oggetto il Cal- 
colo delle variazioni, e nella quale viene dato uno sguardo al 
metodo diretto dovuto a L. Tonelli e seguito dalla sua scuola, 
con riferimento ad alcuni aspetti della teoria relativa agli inte- 
grali curvilinei in forma ordinaria e in forma parametrica, anche 
nel caso in cui l'integrale dipende da elementi differenziali di 
ordine superiore. 


I. — Nella parte storica dell’introduzione a un volume di 
Calcolo delle variazioni pubblicato un anno fa (') l'A. cita, 
tra i più noti variazionisti, L. Tonelli e la sua scuola, i quali 
hanno indagato l’effetto che ha l'ampliamento della classe di 
curve ammissibili, l'integrazione essendo intesa nel senso di 
Lebesgue. Ringraziando l’autore della citazione fatta, soggiungo 
che tale riferimento conduce spontaneamente a quanto mi 
accingo a esporre; vale a dire, a mio modesto parere, due altri 
aspetti della trattazione di Tonelli sono da ricordare: aver 
costruito una teoria veramente nuova, considerando il Calcolo 
delle variazioni come un capitolo del Calcolo funzionale, e aver 
posto a base di tale teoria il concetto di semicontinuità. 


(1) L. A. Pars, Am Introduction to the Calculus of Variations, 
« Heinamm », London Melbourne Toronto, 1962, pp. x11-350. A pag. 18 
si legge: Among the prominent names in the most recent period are 
Hilbert, Bolza, Bliss, Tonelli, Marston Morse ... Tonelli and his school 
investigated the effects of widening the class k of admissible functions, 
from the class D, to the class of absolutely continuous functions, the 
integrals being interpreted as Lebesgue integrals. 
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2. — A quella data (le prime ricerche di Tonelli sono del 
IgII) il Calcolo funzionale era sorto da non molti anni ad opera 
di V. Volterra e di S. Pincherle, ma io desidero ritornare più 
indietro. Non intendo nè risalire ai problemi della geometria 
greca, nè citare le questioni studiate dai fratelli Bernoulli, ai 
quali, come è ben noto, risalgono le origini del Calcolo delle 
variazioni; mi soffermo sul contributo arrecato da L. Lagrange, 
perchè la « variazione » cioè il passaggio da una curva y = yo(%) 
a una curva variata y = y(x) costituisce un primo elemento 
del Calcolo funzionale. A tal riguardo è bene ricordare che La- 
grange ha considerato la variazione sotto due diversi aspetti. 
Una particolare variazione, ben nota anche a chi conosce sol- 
tanto gli elementi della teoria classica, perchè di tale caso par- 
ticolare viene fatto uso per stabilire la prima condizione neces- 
saria, è ottenuta, considerando la curva, che fornisce l’estremo, 
come appartenente a una famiglia di curve dipendenti da un 
parametro: mediante tale artificio la determinazione dell’equa- 
zione differenziale di Euler si riduce a un problema di estremo 
del Calcolo differenziale. 

Ma la variazione si realizza in tutta la sua generalità, dando 
alla funzione yo(x) un incremento del tutto arbitrario dyo: que- 
sto rilievo ha la massima importanza concettuale, ma forse qual- 
cuno di coloro che mi ascoltano potrebbe sorridere, pensando che 
questa mia affermazione sia puramente occasionale; voglio per- 
tanto ricordare che nel 1939 Tonelli ([2] (2), pp. 428-429), riferen- 
dosi a Lagrange scriveva: «col suo concetto generale di variazio- 
ne, è venuto egli stesso a porsi senz'altro sul piano dell’Analisi 
funzionale ». L’insegnante della R. Scuola di artiglieria del re- 
gno di Sardegna emerge quale precursore di quel metodo diretto, 
che è sorto alla distanza di circa un secolo e mezzo dalle comuni- 
cazioni, che egli tenne in questa Reale Accademia delle Scienze. 


(?) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia, 
nella quale sono state elencate soltanto le più recenti pubblicazioni citate 
nel testo, perchè in esse figurano le citazioni bibliografiche relative ai 
precedenti lavori, cui fa riferimento la presente relazione. 


42 ; SILVIO CINQUINI 


3. — In analogia a quanto si fa nel Calcolo differenziale 
Lagrange ha decomposto la variazione totale di un integrale 
I nelle diverse parti infinitesimali, chiamate: variazione prima, 
variazione seconda, ecc., e indicate con le notazioni dI, è2/, ...; 
e inoltre ha posto le basi di un metodo generale per la tratta- 
zione dei problemi variazionali che, per quanto è possibile, si 
presenta come naturale estensione del procedimento, mediante 
il quale nel Calcolo differenziale si cercano i massimi e i minimi. 
Pertanto il Figlio di questa città sabauda è considerato il vero 
fondatore del Calcolo delle variazioni, perchè i successivi svi- 
luppi del citato metodo hanno portato a quella teoria classica, 
che, come è già stato accennato, ha come base la teoria delle 
equazioni differenziali, e nella quale emergono le quattro condi- 
zioni di Euler, Legendre, Jacobi, Weierstrass. 

È superfluo che io mi indugi a ricordare in qual modo, verso 
la fine del secolo passato, le difficoltà, che si incontrano nella 
risoluzione di equazioni differenziali, il fatto che ben noti pro- 
blemi del Calcolo delle variazioni non avessero trovato soluzione 
mediante i metodi classici e la necessità di conseguire risul- 
tati generali anche nella ricerca degli estremi assoluti abbiano 
fatto sentire l'esigenza di nuovi metodi, e che d’altra parte 
il sorgere dell’Analisi funzionale abbia offerto nuove vie da 
seguire. ; 


4. — Il tentativo di C. Arzelà per risolvere il problema di 
Dirichlet assieme al successo conseguito qualche anno dopo da 
D. Hilbert, e l'affermazione di J. Hadamard (essere il Calcolo 
delle variazioni niente altro che il primo capitolo del Calcolo 
funzionale) sono i presupposti che hanno indotto Tonelli a 
costruire la nuova teoria. È ben noto quanto hanno scritto nel 
1936 V. Volterra e J. Pérès: Tonelli è «le véritable fondateur 
des méthodes nouvelles », ma è bene riaffermare, in occasione 
di questo Simposio internazionale, e senza aggiungere altre 
parole, che al Discepolo dell’Arzelà va pienamente riconosciuto 
il merito di aver intuito la ragione fondamentale del citato 
successo, la quale è costituita dalla semicontinuità, di cui gode 
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l'integrale che si deve render minimo, per giungere alla risolu- 
zione del problema di Dirichlet. 

D'altra parte la lunghezza di una curva rettificabile e l’area, 
secondo Lebesgue, di una superficie curva non sono funzionali 
continui, ma godono della semicontinuità inferiore: infatti, per 
quanto due curve siano vicinissime, le loro lunghezze possono 
differire per un numero prefissato arbitrariamente grande; 
però, considerata una curva, un’altra curva ad essa sufficiente- 
mente prossima non può avere lunghezza minore della differenza 
tra la lunghezza della curva considerata e un numero positivo 
scelto ad arbitrio. Questi semplici esempi pongono in luce che 
la semicontinuità, la quale nella teoria delle funzioni di variabile 
reale ha intenti essenzialmente critici, nel Calcolo funzionale si 
presenta in modo del tutto spontaneo e indispensabile; e non 
meno importante, assieme al concetto introdotto da R. Baire, 
è l'osservazione che i ragionamenti svolti nella teoria delle fun- 
zioni di variabile reale per stabilire, sotto l’ipotesi della conti- 
nuità, l’esistenza del minimo e del massimo sono validi anche 
quando, rispettivamente, sussiste soltanto o la semicontinuità 
inferiore o quella superiore. 


5. — Come è noto, affinchè il più semplice integrale del 
Calcolo delle variazioni 


i {av y())dx 
C 


sia continuo, è necessario che la funzione {(x, y, y') sia lineare 
rispetto alla variabile y'. D'altra parte, a quella data, venne 
subito rilevato che della semicontinuità godono quegli integrali, 
che, secondo Hilbert, sono regolari. 

Per individuare altre classi di funzionali semicontinui, 
Tonelli ha introdotto una terminologia ben nota: integrale 
quasi-regolare, integrale quasi-regolare seminormale, integrale 
quasi-regolare normale, sulla quale desidero soffermarmi. 
Queste denominazioni (e, sia detto tra parentesi, ancor più 
l’uso e l’abuso di notazioni convenzionali, che si va diffondendo 
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nella matematica) danno luogo a una pregiudiziale di carattere 
generale: l’autore, che introduce la terminologia o l’abbrevia- 
zione, ha profondamente meditato il concetto, giungendo alla 
sua formulazione definitiva dopo aver selezionato gli elementi 
principali che andavano tenuti presenti da quelli secondari o 
contingenti che erano da scartare, e in condizioni non molto 
diverse si trova lo studioso, che ha avuto lunga consuetudine 
con il concetto stesso, cosicchè entrambi sono naturalmente 
portati a usare la terminologia, quasi allo stesso modo, in cui 
oggi noi tutti diciamo « derivata », anzichè « funzione derivata ». 
In altre parole, ogni studioso ha, per ciascuno degli argomenti 
che coltiva, le relative pagine del dizionario e i rispettivi segni 
convenzionali, ma, quando prende contatto con altri ordini di 
studio, si trova dinnanzi ad altre pagine del vocabolario, nelle 
quali figurano non pochi omonimi; d’altra parte vi sono anche 
i sinonimi. 

Per fissare le idee, consideriamo, per il momento, i seguenti 
integrali del Calcolo delle variazioni e le rispettive figurative 


Ure fre y,y)dx, U={(,9,y), 
G 


Id = / fora bara, U=j(x,9,2,6,9), 
D 


(II) Jc = |F(x, y; 4, y)ds, U= Fl, vix5v). 
C 

ed [Fa VEE TIE OE ZA, 
Cc 


v 


À 
(ali SRI RIST AR Pe 12) 
(V), Ié =fE(vativizii a E) 
6 
U= El, y2;4',V pa), 


ove I: KR è la flessione e A, 4, v sono i coseni direttori della bi- 
normale. Tenuta presente la positiva omogeneità di grado I della 


funzione F rispetto al complesso delle variabili x’, y', 2°, tali 
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figurative si trovano in condizioni diverse, essendo rispettiva- 
mente una curva piana, una superficie, una superficie conica, 
un'’ipersuperficie conica, un’ipersuperficie. 

Per ciascuno dei -citati integrali i rispettivi concetti, sui 
quali, come ho detto, intendo soffermarmi, si possono formulare 
in diverse condizioni. 

Nel caso dell’integrale (I) Tonelli ha fatto appello, inizial- 
mente, alla derivata parziale seconda /yy(%, y, y'); successiva- 
mente (1934) ha formulato le stesse definizioni nell’ipotesi che 
esista e sia continua soltanto la derivata parziale prima fy/(, 
Y, y'), soggiungendo che i concetti stessi possono essere intro- 
dotti anche indipendentemente dall’esistenza di questa ultima 
derivata, perchè il fatto essenziale è la concavità della figura- 
tiva. A tal riguardo non è inutile aggiungere qualche dettaglio: 
una curva concava o può ridursi a una retta, oppure può con- 
tenere segmenti rettilinei (o anche due semirette) senza ridursi 
a una retta, o, finalmente, non contiene alcun segmento ret- 
tilineo. 

Soggiungo che sembra utile supporre l’esistenza e la conti- 
nuità della citata derivata parziale fy;(X, y, y'), cosicchè si può 
definire la ben nota funzione 8(x, y; y', 7’) di Weierstrass, il 
cui significato geometrico è molto efficace per formulare i con- 
cetti in questione. 

A conferma di quanto ho detto ora, per l'integrale (II), 
dopo alcuni indispensabili preliminari dati da Tonelli attra- 
verso alla considerazione delle derivate parziali seconde fpp, 
f6q» fai, un’organica classificazione è stata fatta da L. Giuliano 
(1941) mediante la funzione 8(x, y, 2; $, 9; d, 9) di Weierstrass. 

Nello studio dell’integrale (III) interviene la funzione 
F,(x, y;.x', y'), la quale, come è ben noto, è definita dalla 
identità 





e d'altra parte, attraverso alla formula di Schwarz, emerge 
la relazione, che intercede tra la F; e la 8(x, y; x', y'; %, 7). 
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x 


Alquanto più complicata è la definizione della funzione 
Fx(x, y, 2; x', y', 2') relativa all’integrale (IV) 





























Fi(%,y,2;,9',2)=-1 FaxFyy|_ 1 |FyyFyr|_ 
, bat >, >’ ’ cat pasti 
g'2 FyyFyy x12 FyyFyy 
CI |FryFoy n I FyxFyy Re 
va F,ryxFrx x"Y FryFyy 
LE Freay| 1. |FyPoe 
E L9; Pg » 
Vizi FyyFyy 2'x' Fyy Fry 














e si deve soggiungere che nella formulazione dei concetti in 
questione, alcuni dei quali si presentano sotto forma molto 
complicata, intervengono, assieme alla funzione F;, anche le 
derivate parziali seconde pure Fy,xr, Fyiyt,y Fx. Pertanto è di 
gran lunga preferibile far appello alla funzione 8(x, y, 2; x, 
y',2'; X',y',8') di Weierstrass. Tutto ciò risulta da una profonda 
e delicata analisi compiuta da N. Berruti Onesti [6], la quale, 
usufruendo della funzione Q(x, y, 2; x’, y”, 2°; é, n, ©) di Mason 
e Bliss, è riuscita a stabilire la relazione, che intercede tra le 
funzioni & di Weierstrass e F; dello spazio. 

Tra gli integrali presi in considerazione rimane il (V), per 
il quale i concetti in questione sono stati introdotti da S. Cin- 
quini [7], mediante la funzione $(x, y, 2; x, y', 2'; w2, %2, Wa; 
U,,0,,0,) di Weierstrass. 

Per esaurire l’ordine di idee in questione voglio soggiun- 
gere un'osservazione, che sorge dal confronto tra gli integrali 
(I), (II), (V), nei quali, come ho già detto, la figurativa è rispet- 
tivamente una curva piana, una superficie, un’ipersuperficie 
di Sy: tale osservazione, che è fondamentale per stabilire la 
semicontinuità, si riferisce al concetto di integrale quasi-rego- 
lare seminormale: mentre per l'integrale (I) la definizione di 
Tonelli equivale al fatto geometrico, che in nessun punto (x, y) 
la figurativa si riduce a una retta, nei riguardi dell’integrale 
(II) Giuliano ha rilevato che la figurativa non contiene alcuna 
retta. Come stanno le cose nel caso della figurativa relativa 
all’integrale (V)? Cinquini [6] ha posto in luce che, qualunque 





IL CALCOLO DELLE VARIAZIONI E LA SEMICONTINUITÀ 47 


sia il numero finito delle dimensioni dello spazio, nel quale è 
contenuta la (ipersuperficie) figurativa, nel caso in questione 
di un integrale quasi-regolare seminormale, tale figurativa 
non contiene alcuna retta. Questa osservazione che, come ho 
detto, è essenziale per giungere alla semicontinuità degli inte- 
grali quasi-regolari seminormali, riconferma l’importanza della 
funzione & di Weierstrass, mediante la quale, qualunque sia 
il tipo di problema variazionale, che si considera, lo studioso 
è orientato a prefissare i concetti in questione in modo ben 
appropriato per i successivi sviluppi della teoria. 


6. — Allo stesso modo, in cui lo studio delle proprietà delle 
funzioni continue precede il Calcolo differenziale, da quanto 
ho ricordato emerge come la necessaria premessa al Calcolo 
delle variazioni sia la teoria della semicontinuità dei relativi 
integrali. 

A tal riguardo è da ricordare che, mentre nella teoria clas- 
sica era già stato rilevato il significato delle condizioni neces- 
sarie di Euler e di Jacobi, vale a dire l’annullarsi della varia- 
zione prima e l’invarianza del segno della variazione seconda, 
il metodo diretto ha posto in luce che le condizioni di Legendre 
e di Weierstrass sono l'immediata conseguenza della semicon- 
tinuità, di cui gode l'integrale sopra una curva estremante. 


7. — In quanto è stato finora esposto, è stato rinviato un 
preliminare fondamentale, cosicchè chi mi ascolta sente più 
viva una delle maggiori esigenze della matematica del secolo 
ventesimo, vale a dire: in quale campo funzionale viene con- 
siderato il problema di Calcolo delle variazioni ? Per rispondere 
in modo pertinente, occorre esaminare singolarmente i diversi 
tipi di problemi variazionali. 

Per i ben noti integrali (I) e (III) Tonelli si è proposto di 
stabilire risultati generali anche nella ricerca degli estremi 
assoluti, tenendo presente che alcuni problemi variazionali 
avevano fatto sentire la necessità di considerare un campo fun- 
zionale più ampio di quello, nel quale si era sviluppato il metodo 
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classico; inoltre le classi di curve, prese in considerazione da 
Tonelli e chiamate classi complete, sono di natura molto 
generale. 

Pertanto per l'integrale (I) il campo funzionale è costituito 
dalle funzioni y = y(x), (aA=x=) assolutamente continue 
e tali che esista finito l'integrale stesso: dove, qui e nel seguito, 
l'integrazione va intesa nel senso di Lebesgue (3). 

L’integrale (III) è l'integrale in forma parametrica, che io 
ho presentato, assumendo, senz'altro, come parametro la lun- 
ghezza s dell’arco rettificato. A priori, geometricamente, è ben 
nota la maggior generalità, che presenta la classe delle curve 
in forma parametrica in confronto a quelle rappresentabili 
anche sotto forma ordinaria; d’altra parte, secondo la mia 
modesta opinione, il parametro è un elemento del tutto arti- 
ficioso. Nella teoria, di cui sto parlando, si considerano curve 
rettificabili, e allora si ha il bene di poter scegliere come para- 
metro quella lunghezza dell’arco rettificato, che ci ha concesso 
la Provvidenza e che è preziosissima, sia perchè è un elemento 
intrinseco, sia perchè facilita lo studio del problema variazionale 
a motivo del fatto che le derivate prime rispetto all’arco ret- 
tificato delle funzioni x = x(s), y= y(s), (O=s=L), da cui 
la curva è definita, sono in valore assoluto non superiori all'unità, 
e pertanto l'integrale (III) esiste finito, perchè la funzione inte- 
granda è sempre limitata. L’integrale sotto forma parametrica 
è più generale dell’integrale (I), e, a prescindere da altre diffi- 
coltà, il suo studio, come è ben noto, è reso più facile da quanto 
ho ora ricordato. Però, se è intuitivo che sussistono problemi 
variazionali, i quali ammettono soluzione soltanto quando 
vengono studiati sotto forma parametrica, è pure ben noto 
anche il viceversa; vale a dire l'eventualità di problemi, la cui 


(8) Devo far presente che, soltanto inizialmente, Tonelli aveva fatto 
appello all’integrale secondo Weierstrass, il quale successivamente si è 
rilevato ben utile per estendere il Calcolo delle variazioni agli spazi 
astratti; a tale concetto di integrale si collegano recenti ricerche di E. 
Baiada e di alcuni suoi collaboratori. 
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soluzione esiste quando sono posti nella forma ordinaria, ma 
non in quella parametrica: ciò a motivo del diverso campo 
funzionale, che viene considerato nei due casi. 

Passiamo ora dal più semplice problema variazionale a 
quello, in cui la funzione integranda dipende da elementi diffe- 
renziali dei primi » ordini. 

Nel caso della forma ordinaria (Cinquini, 1936) 


(VI) TC = fa. Y,V',..., YM)dx , 
E 


il campo funzionale è costituito dalle curve y = y(x), (Aa=x=), 
per le quali la funzione y(x) è assolutamente continua insieme 
con le proprie derivate dei primi n — I ordini ed esiste finito 
l'integrale IM, 

Nella forma parametrica è essenziale innanzi tutto, che 
l'integrale risulti indipendentemente dal parametro. 

Nel caso piano e per n = 2 Cinquini (1944), modificando 
lievemente una precedente impostazione di N. Bogoliouboff, 
ha considerato l’integrale sotto la forma 


(VID) JE - / F(x, v;a,y"; Ti) ds, 
C 


0 ; : 
(6 Hr rappresenta la curvatura e si suppone che la funzione 


F(x, y; x", y'; 0') sia positivamente omogenea di grado 1 rispetto 
a x', y'. Il campo funzionale è costituito dalle curve definite 
da funzioni assolutamente continue insieme con le loro derivate 
del primo ordine e per le quali l'integrale (VII) esiste finito. 
È ovvio che, a differenza dal caso n = 1, questa ultima condi- 
zione non è conseguenza delle altre; d’altra parte, siccome, in 
base alle ipotesi fatte, si tratta di curve rettificabili, si può 
sempre assumere come parametro la lunghezza s dell’arco ret- 
tificato. 

In data più recente Cinquini [5] ha considerato gli in- 
tegrali curvilinei dello spazio (in forma parametrica), per i 
quali occorreva un’indagine preliminare, affinchè l'integrale, 


4 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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pur mantenendo la massima generalità, sia indipendente dal 
parametro. 

Nel caso n = 2 l’integrale è stato considerato sotto la forma 
(V), mentre per n = 3 è stata scelta la forma 


(VIII) JR — 


nai I I AREA v À d'U 
=frlvanvzi zi PLL R'ds R' ds fr) ds 
È 





ferma restando, in entrambi i casi, la già citata positiva omo- 
geneità di grado I rispetto a x', y°, 2’. Alla scelta in questione 
si perviene attraverso l'integrazione di un sistema di equazioni 
a derivate parziali, la cui risoluzione, come è ben noto, presenta 
diverse alternative; in altre parole l’attenzione si è fermata 
sulla forma (VIII) dopo lunga meditazione, fatta con piena 
autonomia di pensiero e dopo aver ritenuto non altrettanto 
soddisfacente l'impostazione, che si poteva dedurre dalle con- 
siderazioni fatte da parte di altri variazionisti nel caso degli 
integrali curvilinei del piano. 

Nello studio dell’integrale (V) [rispettivamente (VIII)] il 
campo funzionale è costituito dalle funzioni assolutamente 
continue con le loro derivate del primo ordine [rispettivamente 
dei primi due ordini] e per le quali l'integrale in questione esiste 
finito. 

Prima di proseguire desidero richiamare l’attenzione sugli 
integrali (VII), (V) e (VIII). 

Come ho già rilevato le rispettive funzioni integrande non 
sono limitate e quindi i citati integrali presentano quelle stesse 
difficoltà che, per n = I, si incontrano nella forma ordinaria, 
ma non in quella parametrica. 

Inoltre le espressioni 





i LEA 
dst:- RR RI ds R' & Ride o 


nelle quali, rispettivamente, compaiono le derivate di ordine 
massimo, non sono funzionali additivi. 
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Infine l'integrale (V) si discosta da tutti gli altri qui consi- 
derati, perchè le derivate di ordine massimo compaiono in tre 
espressioni, che non sono derivate esatte (4). 

Pertanto, in un certo senso, nello studio dell’integrale (V) 
emergono difficoltà diverse da quelle che presenta 1l’(VIII). 


8. — Prima di proseguire non è inutile ricordare che si 
può considerare la semicontinuità di un integrale sia su un 
determinato elemento del campo funzionale, sia su qualunque 
elemento del campo stesso. 

Ciò premesso, in ogni capitolo della matematica la perfe- 
zione è teoricamente raggiunta dalla determinazione di condi- 
zioni necessarie e sufficienti, ma d’altra parte è ben noto, come 
talvolta queste condizioni sono, praticamente, di scarsa effi- 
cacia, oppure la loro formulazione non è consentita dalla natura 
del problema. 

Naturalmente, come risulterà dal prosieguo del mio dire, 
hanno la massima importanza le condizioni sufficienti. Talvolta 
non sussiste la semicontinuità dell’integrale, che si considera, 
in tutto il campo funzionale, ma soltanto in una conveniente 
sottoclasse; d’altra parte, mantenuto fisso il campo funzionale, 
per stabilire la semicontinuità, può essere utile alterare la fun- 
‘ zione integranda, usufruendo del fatto che, quando la funzione 
integranda è lineare nelle espressioni che contengono le derivate 
di ordine massimo, l’integrale gode, per solito e sotto oppor- 
tune ipotesi, della continuità. 

In merito alla proprietà ora citata costituisce un’eccezione 
il comportamento dell’integrale .(V), la cui continuità (bene 
inteso, quando la funzione integranda è lineare nelle tre espres- 


(4) Come è noto, quando, bene inteso, il parametro è la lunghezza s 
dell’arco rettificato, è 
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R 
deri una classe di curve, per le quali l’integrale della flessione 
si mantiene inferiore a un numero fisso. Questa eccezione, che 


SIRIA v\, i VEE i; È 
sioni 1 vR è assicurata sotto la condizione che si consi- 


è stata posta in luce da qualche esempio, trae origine dal fatto 


Mi 


TERI RIA ; 
ià rilevato, che le espressioni ---,-,- non sono derivate 
Rio 


esatte. 

È da soggiungere che il matematico non si accontenta della 
ricerca soltanto di condizioni sufficienti, e vuol indagare anche 
su quelle necessarie; e, a tal riguardo, sono ben note le serie 
difficoltà, che talvolta intervengono nella dimostrazione di 
condizioni necessarie per la semicontinuità di un integrale su 
un determinato elemento del campo funzionale. Inoltre, quando 
si manifesta un divario tra condizioni sufficienti e condizioni 
‘necessarie, il ricercatore, la cui mentalità per solito è dotata 
anche di esigenze artistiche, resta insoddisfatto, perchè nella 
teoria sussistono zone, che rimangono in ombra e che vengono 
illuminate soltanto da qualche esempio costruito con particolare 
acutezza; soltanto a questo punto l’indagine scientifica è com- 
pleta. 


9. — A quanto ho ora asserito, si collega una questione, 
a prima vista marginale al Calcolo delle variazioni, la quale 
costituisce uno degli ostacoli della ricerca variazionale. 

Intendo riferirmi al fenomeno di Lavrentieff, così chiamato 
da Tonelli a motivo del matematico, che, per primo, ebbe a 
rilevarlo (1926), mediante un esempio relativo all’integrale (I). 

Vale a dire: nei confronti di ciascuno degli integrali, che si 
considerano nel Calcolo delle variazioni, si presenta il problema 
di approssimare una curva mediante curve definite da funzioni 
continue assieme a tutte le derivate da cui dipende l'integrale 
‘considerato, in maniera che anche l’integrale, calcolato per le 
funzioni approssimanti, approssimi l'integrale considerato. In 
breve, la questione citata si risolverebbe immediatamente 
usufruendo di un teorema di integrazione per serie, ma ciò è 
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immediato soltanto nei riguardi degli integrali (III) e (IV) 
(tra quelli citati), perchè le funzioni integrande sono limitate. 

Per ciascuno degli ulteriori integrali il problema non am- 
mette soluzione, se non sotto opportune condizioni per la fun- 
zione integranda, e pertanto sono state date condizioni suffi- 
cienti, affinchè non si verifichi il fenomeno di Lavrentieff: 
particolarmente efficace è l’approssimazione mediante curve 
definite da medie integrali, come ha mostrato Cinquini (1933; 
1935) e anche recentemente per gli integrali (VII), (V) e (VIII) 


(Cinquini, [8], [9]). 


10. — Sono ormai all’apice del mio dire: si tratta di ricor- 
dare lo schema che si segue, per stabilire l’esistenza del- 
l'estremo assoluto, per esempio, per fissare le idee, nel caso 
del minimo. 

In primo luogo si suppone che tutte le espressioni, da cui 
dipende la funzione integranda, con eccezione di quelle in cui 
intervengono le derivate di ordine massimo, varino in un campo 
limitato. Inoltre si fa l'ipotesi che la funzione integranda sia 
inferiormente limitata. Allora nella classe di curve, nella quale 
si vuol stabilire l’esistenza del minimo assoluto, l'integrale 
ammette limite inferiore finito e si può estrarre dalla classe 
considerata una successione di curve minimizzante. È essen- 
ziale provare, che le funzioni, da cui tale successione è definita, 
sono ugualmente limitate e ugualmente continue, o meglio 
equiassolutamente continue. Allora i classici risultati di Ana- 
lisi funzionale, dovuti a Giulio Ascoli e a C. Arzelà, consentono 
di estrarre dalla successione minimizzante una sottosucces- 
sione, la quale converge verso una curva, per la quale è essen- 
ziale stabilire l'appartenenza alla classe considerata. A tal 
riguardo, usufruendo della cosidetta semicontinuità all'infinito, 
si prova che.tale curva rende finito l’integrale; è poi immediato, 
che essa appartiene alla classe, perchè questa, per ipotesi, è 
completa. Infine, utilizzando una condizione sufficiente per la 
semicontinuità, si conclude che tale curva realizza effettiva- 
mente il minimo assoluto. 
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Da quanto ho riferito, appare evidente che la semiconti- 
nuità dell’integrale da render minimo interviene soltanto nella 
conclusione finale, e pertanto può sorgere il dubbio che essa 
giochi un ruolo puramente marginale. Ma quando si costruisce 
un edificio, a che cosa servirebbero le fondamenta e i pilastri 
di cemento armato, se non fossero in grado di sostenere il peso 
del tetto, la cui importanza funzionale è ben nota? A questo 
punto l’edificio non è ancora completo. 

Senza citare altri artifici, quale quello di E. J. Mc. Shane, 
il quale, nello studio dell’integrale in forma ordinaria, ha intro- 
dotto un integrale associato in forma parametrica, è da far 
presente la seguente idea, che risulta molto vantaggiosa. Tal- 
volta il procedimento, riferito poco sopra, non è applicabile 
alla classe di curve considerata, ma esso diviene efficace nei 
riguardi di un’opportuna sottoclasse, estratta dall’intera classe 
e nella quale il limite inferiore dell’integrale da render minimo 
coincide con il limite inferiore nell’intera classe. 

D'altra parte, inizialmente è stata formulata l’ipotesi che 
la funzione integranda sia inferiormente limitata; tale ipotesi 
richiede, per ciascuno dei tipi di integrali considerati, un’ulte- 
riore indagine, sia per rilevare sotto quali condizioni può essere 
rimossa, sia per mostrare, mediante esempi, che essa, talvolta, 
è indispensabile per l’esistenza del minimo assoluto. 

A questo punto è da soggiungere che, quando dallo studio 
dei più noti integrali (I) e (III), ai quali prevalentemente 
mi sono finora riferito, si passa a quelli, la cui funzione 
integranda dipende da elementi differenziali di ordine supe- 
riore al primo, emergono nuove difficoltà o almeno nuovi 
aspetti della questione, i quali esigono un'indagine appro- 
priata, la quale, talvolta, dà luogo a considerazioni originali 
e interessanti. 

Per l'integrale (VII) l’esistenza dell'estremo assoluto viene 
stabilita inizialmente per classi di curve aventi lunghezza infe- 
riore a un numero fisso. Questa limitazione, che non può essere 
senz'altro soppressa, perchè qualche esempio mette in luce 
che il minimo viene a mancare, richiede un’ulteriore indagine 
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rivolta o ad attenuarla o a sostituirla con qualche ulteriore 
ipotesi relativa alla funzione integranda. 

Nel caso dell’integrale (V) si richiede, inizialmente, un’ana- 
loga limitazione; e riesce particolarmente efficace un lemma di 
geometria infinitesimale (nonchè un suo complemento), il 
quale afferma che un insieme di curve dello spazio, contenute 
in un campo limitato, definite da funzioni assolutamente con- 
tinue insieme con le loro derivate del primo ordine e tali che 
l'integrale della flessione sia inferiore a un numero fisso, gode 
della proprietà che le loro lunghezze sono limitate. 

Ciò premesso, occorre ritornare sulla ipotesi che nella fun- 
zione integranda si mantengano limitate quelle espressioni, 
nelle quali non compaiono le derivate di ordine massimo. 

Innanzi tutto, quando nei confronti degli integrali (I), (III), 
(IV) si abbandona tale condizione, si considera il problema del- 
l’esistenza del minimo assoluto in un campo illimitato. Pertanto 
o per la funzione integranda o per la classe di curve conside- 
rata o per entrambe si formulano ipotesi, le quali, per così dire, 
impediscono che la curva minimante possa fuggire all'infinito. 

Quanto ho ora rilevato si ripete anche a proposito degli 
integrali (VII) e (V), perchè il valore assoluto di ciascuna delle 
derivate x'(s), y'(s), 2‘(s) non supera l’unità. 

Ben diversa è la situazione dell’integrale (VI), perchè l’ipo- 
tesi, fatta inizialmente, implicava che le derivate y'(x), y'”(x), 
..., Y(#-1)(x) delle funzioni della classe considerata fossero ugual- 
mente limitate, e ciò costituisce una forte limitazione, che è 
stata eliminata attraverso a un’appropriata indagine svilup- 
pata da Cinquini e sulla quale è ritornato W. Transue [1], [2]. 

Infine richiamo l’attenzione sull’integrale (VIII), che si 
trova in condizioni diverse dal (V) e presenta maggiori analogie 
con il (VI): in tal modo è confermata l'opportunità di due di- 
stinte trattazioni per gli integrali (V) e (VIII) (5). 


(5) È immediato che la teoria sviluppata per l'integrale (VIII) 
si estende immediatamente al caso di integrali dipendenti da elementi 
differenziali di ordine superiore al terzo. 
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Infatti lo studio dell’integrale (VIII) è stato sviluppato in 
modo un po’ diverso, provando immediatamente l’esistenza 
del minimo assoluto in una classe di curve aventi lunghezza 
inferiore a un numero fisso, e le cui flessioni sono ugualmente 
limitate. Nè l’una nè l’altra di tali limitazioni si può senz'altro 
sopprimere, come mostrano esempi nei quali manca il minimo 
assoluto; pertanto è stata necessaria un'ulteriore indagine 
rivolta a sostituire a queste limitazioni altre condizioni, che 
hanno condotto a teoremi di più ampia portata. 


II. — Non sembra inutile soggiungere qualche parola 
relativa al caso, in cui si vuol stabilire l’esistenza del minimo 
assoluto, quando l'integrale (I) o (VI) si riferisce a classi di 
curve definite su un intervallo infinito, perchè si tratta di un 
aspetto del problema variazionale, che richiede una propria 
indagine: tale questione, impostata da Cinquini (1940), è stata 
ampiamente sviluppata da S. Faedo, e su di essa sono ritornati 
G. Darbo [1] e Cinquini [11], [12]. A differenza da quanto può 
sembrare a prima vista, si tratta di una ricerca, che interessa 
non soltanto la curiosità dello studioso, perchè dei risultati di 
tale indagine Faedo ha fatto applicazione alla sistemazione 
teorica del metodo variazionale di M. Picone per l’integrazione 


numerica di equazioni a derivate parziali della Fisica mate- 
matica. 


12. — Prima di concludere è necessario riordinare le idee. 
A differenza dal metodo classico, nel quale si inizia lo studio 
del problema variazionale mediante la considerazione delle 
estremali, vale a dire delle soluzioni dell'equazione di Euler, 
il metodo diretto, come emerge da quanto ho finora ricordato, 
perviene a stabilire l’esistenza dell'estremo assoluto senza far 
appello alle equazioni differenziali. Pertanto devo ancora sof- 
fermarmi sulle proprietà analitiche della curva estremante. 
Ma non è affatto vero che, in ogni caso, la curva minimante sia 
un’estremale: ciò è intuitivo, perchè le funzioni, che defini- 
scono la curva minimante, possono non essere dotate di tutte 
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le derivate, che figurano nell’equazione differenziale di Euler. 
Pertanto, mediante la considerazione di equazioni integro- 
-differenziali, Tonelli ha introdotto per gli integrali (III) e (I) 
il concetto di estremaloide, e anche, nel caso della forma ordi- 
naria, quello di pseudoestremaloide. Ciò premesso, in primo 
luogo si ricercano condizioni sufficienti, affinchè una curva 
minimante sia un’estremaloide (oppure una pseudoestrema- 
loide), e successivamente occorrono criteri, perchè questa sia 
un’estremale. 

L'estensione della teoria delle estremali, delle estremaloidi 
(nonchè delle pseudoestremaloidi) ai problemi di ordine supe- 
riore ha formato oggetto di un complesso di ricerche, ciascuna 
delle quali presenta le proprie caratteristiche. 

La trattazione relativa agli integrali (VI) offre alcuni aspetti 
originali, perchè, più volte, intervengono ipotesi, le cui ana- 
loghe, per n = I, sono superflue; ma ciò è dovuto alla natura 
più complicata del problema dell’esistenza dell’estremale per 
n> I, come risulta da efficaci esempi, i quali mettono in luce, 
nei diversi casi, che, se si omette la rispettiva ipotesi supple- 
mentare, l’estremale non esiste. 

Nei riguardi degli integrali (VII), (V) e (VIII) emerge, 
anche nell'indagine relativa alle estremaloidi, quella difficoltà 
che, come è già stato detto (n. 7), per n = 1 sussiste soltanto 
nella forma ordinaria; inoltre nuovi ostacoli traggono origine 
dal fatto che le espressioni, che contengono le derivate di ordine 
massimo, non sono funzionali additivi. 

Per gli integrali (VII) alle ricerche di Bogoliouboff hanno 
fatto seguito quelle di Cinquini [1], [2], [3], il quale, avendo 
impostato il problema variazionale in forma un po’ di- 
versa (n. 7), è pervenuto a risultati più significativi e 
più ampi. 

Nello studio degli integrali (V) e (VIII) un'ulteriore com- 
plicazione è costituita dal fatto che nella funzione inte- 
granda le espressioni contenenti le derivate di ordine massimo 
sono tre, e ciascuna di esse dipende da due di tali derivate 
di ordine massimo, oltrechè da derivate di ordine infe- 
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x 


riore (9). Una profonda trattazione è stata sviluppata da 
N. Berruti Onesti [1], [2], [3], [4], [5], la quale ha posto in 
luce anche alcuni casi particolari, nei quali la teoria piuttosto 
complessa è suscettibile di alcune notevoli semplificazioni. 

A questo punto il mio dire può ritenersi concluso: non ba- 
stava soffermarsi sulla semicontinuità e sullo schema che con- 
duce a dimostrare l’esistenza dell’estremo assoluto; occorreva 
ricordare la profonda differenza tra il metodo classico, nel quale 
il Calcolo delle variazioni usufruisce della teoria delle equazioni 
differenziali, e il metodo diretto mediante il quale, stabilita 
l’esistenza dell’estremo assoluto, attraverso all'esame delle 
proprietà analitiche delle curve estremanti si arrecano signi- 
ficativi contributi alla teoria delle equazioni differenziali, for- 
nendo la soluzione di problemi ai limiti. 


13. — Non mi sono addentrato nel capitolo degli integrali 
multipli, e non ho fatto riferimento ad altri problemi, quali 
quelli di Mayer e Lagrange, e nemmeno agli integrali di Fubini 
Tonelli, per evitare eventuali interferenze con le reldfioni di 
alcuno dei colleghi, ma in questo simposio, che si svolge nella 
città del Politecnico subalpino, l’animo mio sente un vuoto 
incolmabile e il pensiero devoto si volge alla grande memoria 
di G. Fubini. Nel ventennale della di lui scomparsa ricordo che, 
17 anni fa, alla mia accademia (l’Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere) nel commemorare la dipartita di L. Tonelli, facendo 
riferimento al teorema di Fubini Tonelli sugli integrali multipli 
così mi sono espresso: «l'amicizia dei due grandi matematici 
è stata pari alloro valore ». 


(9) Come è stato reso esplicito in (4). 
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Ii calcolo delle variazioni per gli integrali 
di Fubini-Tonelli 


Riassunto. — Esposta la teoria fin qui sviluppata degli integrali di 
Fubini-Tonelli, VA. presenta una nuova definizione di integrale 
quasi regolare ed annuncia nuovi risultati che permettono di dare 
un assetto più organico alla teoria. 


Desidero anzitutto ‘ringraziare l'Accademia delle Scienze 
di Torino per avermi invitato a partecipare a questo Simposio 
ed esporre le ragioni per cui ho scelto come tema gli integrali 
da me chiamati di Fubini-Tonelli. 

Fra le vicende della vita avventurosa di Lagrange mi è 
gradito ricordare che egli insegnò all'École Normale Supé- 
rieure di Parigi fino dalla sua fondazione nel 1793-94. Nel 
gennaio del 1813, cioè pochi mesi prima della morte di La- 
grange, il Governo napoleonico fondava a Pisa la Scuola Nor- 
male Superiore, succursale di quella di Parigi, con lo scopo 
di preparare gli insegnanti per tutti i paesi dell'Impero nei 
quali «fosse autorizzato l’uso della lingua italiana ». A tale 
decisione non fu forse estranea l’autorità di Lagrange e io la 
interpreto come una simbolica restituzione e ricompensa di 
quanto la Francia aveva ricevuto dal grande scienziato italiano. 

Fra gli allori più ambiti della Scuola Normale Superiore 
va ricordato che ivi ricevette la sua formazione scientifica il 
grande matematico, torinese di adozione, Guido Fubini e che 
la Scuola Normale Superiore ha fatto trovare a L. Tonelli, 
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allora italiano di seconda categoria (per esserlo di prima occor- 
reva una tessera speciale) il clima e l’ambiente ideale per conti- 
nuare le sue ricerche e formare una Scuola di Calcolo delle 
variazioni, che ha contribuito a far sì che in questo campo 
l’Italia ritornasse a un livello non indegno dei tempi di La- 
grange. 

Cinquanta anni or sono l'Accademia delle Scienze di 
Torino, nell’onorare Lagrange nel 1° centenario della morte, 
curava la pubblicazione di una raccolta di Memorie in suo 
onore, uscita sugli Annali di matematica. Fra queste vi è una 
memoria di G. Fubini, dal titolo: « Alcuni nuovi problemi di 
calcolo delle variazioni con applicazioni alla teoria delle equa- 
zioni integro-differenziali », che — forse per una certa oscu- 
rità di esposizione — non ha avuto subito gli echi che avrebbe 
meritato, per l’ingegnosità dei metodi usati e per gli sviluppi 
che lasciava intravedere. 

Il tema che io tratterò illustrerà la teoria sviluppatasi 
negli ultimi 20 anni da quel seme gettato da Fubini per ono- 
rare Lagrange. 

E poichè l’opera di un grande si misura non solo dai risul- 
tati da lui personalmente conseguiti durante l’arco della sua 
vita, ma anche dai fermenti che continua a suscitare in quelli 
che vengono dopo ‘di lui, possiamo dire che questa teoria, ini-. 
ziata da Fubini come omaggio alla memoria di Lagrange, ci 
dà la misura del fascino che la sua figura e la sua opera con- 
tinuano ad esercitare sui matematici della generazione attuale. 

È ben noto che la critica di Weierstrass scosse alla base 
il Calcolo delle variazioni classico, ponendo l'esigenza di una 
dimostrazione diretta dell’esistenza della soluzione nel pro- 
blema di Dirichlet. La prima soluzione di questo problema 
fu data da Hilbert, che — riprendendo e perfezionando un 
precedente tentativo di Arzelà — elaborò un metodo diretto 
per l’esistenza dell'estremo. Meditando su queste ricerche, 
negli anni 1910-14 L. Tonelli scoperse la ragione del successo 
del, metodo di Hilbert e cioè la semicontinuità dell’integrale 
considerato, che veniva prima nascosta da particolari pro- 
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prietà dell’integrale studiato, in particolare dalla linearità della 
relativa equazione di Eulero. 

Mentre Tonelli elaborava il suo metodo diretto appariva 
nel 1913 la Memoria che ho già citato di Fubini, nella quale 
veniva considerato per la prima volta un integrale che diremo 
di Fubini-Tonelli: 

Intendiamo per campo A un insieme chiuso di punti 
del piano (x, y); la funzione }(x, 2, y1, Y2, Y}, y2) è definita e 
continua per ogni coppia (x, y1) e (2, y2) di A e ogni valore finito 
di yr € Y2. 

Diremo curva C ordinaria ogni funzione y = y(x) asso- 
lutamente continua per a=x= appartenente ad A e per 
cui esiste finito l’integrale, nel senso di Kebesgue, 


 10)=f fit e 0), ve. 


Fubini si pose il problema della ricerca dei massimi e minimi 
di /(y) in una classe di curve C tutte passanti per due punti 
fissi. 


Fubini nella introduzione del suo lavoro, osserva: 


«Lo studio di questi nuovi problemi apre tutto un 
huovo indirizzo di ricerche, in cui sarebbe del massimo inte- 
resse trovare effettivamente condizioni necessarie e sufficienti 
per un massimo o per un minimo, seguendo l’ordine di studii, 
che è stato aperto da Legendre, Jacobi, Weierstrass, Hilbert. 
Ma non può essere questo lo scopo di un primo lavoro, il quale, 
più che altro, deve essere dedicato a dimostrare con esempi 
particolari che i nuovi problemi non sono scelti a caso, ma 
che il loro studio getta nuova luce in altri campi dell’analisi 
matematica. 


E noi proveremo appunto che le nostre ricerche condu- 
cono per via semplice ed uniforme a risultati nuovi nel campo 
delle equazioni integro-differenziali: risultati che non sembrano 
facilmente conseguibili coi metodi finora applicati alle ordi- 
narie equazioni del Fredholm. 
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Ma nonostante questi risultati, molto più numerose sono 
le questioni da noi poste, che i problemi risoluti in queste 
pagine, le quali vogliono essenzialmente contenere i primi 
germi di un nuovo capitolo di quel calcolo funzionale, alla 
costruzione dei quali tanti sforzi sono ora diretti! ». 

Esaminiamo ora in qual modo Fubini iniziò lo studio 
dell’integrale /(y). 

Egli si pone anzitutto in una posizione classica e sup- 
pone che la funzione f abbia le condizioni di regolarità occor- 
renti e che il problema ammetta una soluzione y(x) dotata 
di derivata seconda. In tal caso, potendosi sempre supporre 
che esista la relazione di simmetria 


f(%, 2, Y1, Va, Vu Vv.) = f(2,%,v2,V1,V,V), 


egli dimostra che l’estremante verifica necessariamente l’equa- 
zione integro-differenziale di Eulero 


(2) )) “Cha (7 }ae=o. 


0yi yi 
A questo punto Fubini osserva che non avendosi teoremi di 
esistenza per i problemi ai limiti per tale equazione, occorre 
— come era stato già fatto per il problema di Dirichlet — 
affrontare con un metodo diretto il problema della esistenza 
dell’estremo per /(y). 

Fubini ha sviluppato ciò, seguendo i procedimenti di 
Hilbert, nél caso che la f sia un polinomio di 2° grado in yi, 
Va, Vi, Y2 a coefficienti funzioni di x È 2. 

Con la sua memoria il Fubini aveva quindi già portato 
ad un notevole livello la teoria dell’integrale /(y), paragona- 
bile a quello a cui era allora giunto il calcolo delle variazioni 
per gli integrali multipli con la soluzione del problema di 
Dirichlet. 

Salvo qualche risultato marginale, si può dire che il pro- 
blema posto da Fubini è stato abbandonato per oltre 25 anni, 
sia perchè lo stesso Fubini è stato successivamente attratto 
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da nuovi interessi in altri campi dell’Analisi, sia perchè il 
fiorire del metodo diretto nel Calcolo delle variazioni portava 
ad occuparsi della trattazione rigorosa dei problemi classici, 
prima di porne di nuovi. 

È soltanto nel 1939 che L. Tonelli scrive una memoria 
che egli considera come un primo avviamento allo studio degli 
integrali /(y), dato che anch'egli si limita a considerare dei 
casi particolari, che non tutti rientrano in quelli considerati 
da Fubini. Lo scopo di Tonelli era quello di dimostrare che 
si potevano col suo metodo ritrovare i classici risultati sui 
nuclei simmetrici per le equazioni integrali di Fredholm e 
forse è stato questo suo obbiettivo limitato che non gli ha 
fatto collegare questo suo lavoro alla ormai dimenticata Me- 
moria di Fubini. 

Successivamente in una relazione preparata mel 1939 per 
il Convegno Volta, Tonelli ritornò sull’argomento per segnalare 
l'interesse di costruire il calcolo delle variazioni per l’inte- 
grale /(y). 

Ricordo ancora che in quello stesso tempo Picone e Fichera 
avevano studiato, avendo di mira la teoria delle equazioni 
integrali, dei funzionali particolari che possono considerarsi 
anch'essi del tipo di I(y). 

Su suggerimento del mio maestro Tonelli io ho iniziato 
a costruire, seguendo il suo metodo diretto, la teoria per l’in- 
tegrale /(y); i miei lavori sull'argomento furono ritardati dal 
mio richiamo alle armi e uscirono attorno al 1945. 

Anzitutto io ritenni che fosse conveniente di studiare, 
assieme ad I(y), un altro integrale, che dirò I(y:, y2) e che 
ora definisco. 

Diremo campo A4:(A4:) un insieme chiuso di punti del 
piano x, Y: (2, y2) e campo A l’insieme dei punti (x, 2, Y1, Ya) 
dello spazio a quattro dimensioni prodotto di A; e A;: 
A= A; X A;. Diremo curva C ogni coppia di funzioni assolu- 
tamente continue y, = y:(x))a=x=b,y2= y.(2)c=2z=d, 
con [x, y: (x)] appartenenti ad A; e [z, y:(2)] ad A; C si dirà 


5 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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poi curva ordinaria se esiste finito l’integrale nel senso di 
Lebesgue 


I(Yi,y2) = f ; J ‘a 2, Va(4), Va(2), vi(x), ve(2)]dxdz . 


Per la semi-continuità inferiore di /(y:,y.) in tutto A 
(cioè su ogni curva ordinaria) nella metrica lagrangiana di 
ordine zero si trova che deve essere, qualora tali derivate 
esistano, 


(3) > lyn=0, fyy,=0. 


Per gli ordinari integrali semplici e doppi del calcolo delle 
variazioni 


1c0) = f Fx, y(2), y(0)] da, 


Iole) = f [Dix v. e00, 9), B(8, ), gle, day 
dz Òz 
(enti) 
le corrispondenti condizioni necessarie sono rispettivamente 


By ro 8 aci ar Ppp = 0 ) Pag Pra (0) >, PopDyg Pira Dig =o0. 


Per I(y:, y2) si dimostra che non è necessario per la sua 
semicontinuità che sia 


Iyvitvivi — fin =0 


x o 


e cioè l'analogia è più stretta con l’integrale curvilineo che 
non con l’integrale doppio. 

Per l’integrale Jc(y) la semicontinuità su una data curva 
porta la semicontinuità nello stesso senso su ogni arco di questa 
curva; lo stesso accade per Jp(z), mentre non è vero per I(yr, Va). 
Ciò dipende dal fatto che I(y:, y:) non è additivo sugli archi 
di C e ciò arreca notevoli difficoltà nello studio di I(y:, y.). 

Perchè I(y1, y2) sia semicontinuo su una data curva C 
e su ogni suo arco devono essere verificate su C le (3); perchè 
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I(y:, y2) sia semicontinuo solo su C, nel caso più semplice che 
y:(x) e y:(z) siano continue, devono essere verificate le rela- 
zioni globali su C ) 


d 
i; lyimdz = 0 per ogni x di (a, d), 
c 
(4) 
b 
f.iusde=o per ogni 2 di (c, d). 
a 


Una, formulazione più generale di tali condizioni si ha intro- 
ducendo le funzioni 8; e 8, di Weierstrass, che non presup- 
pongono l’esistenza delle fy;y; e fyy; 

Si definisce 


8 = f(x, 2, Yi, va, Vi, Va) — {(£, 2, Yx, Va, Vi, Ya) — 
SUE (Vi Sp Yi)fy(£, 8, Vi, Va, Va; v,) 


e analogamente la $,. 

Ho dimostrato che per la semicontinuità inferiore di 
I(Y:, y2) in tutto il campo A deve essere 8, =0 ed &,=0 e 
condizioni analoghe alle (4) per la semicontinuità su una par- 
ticolare curva. 

Per l'integrale curvilineo 3c(y) la condizione di Weier- 
strass é= 0 si riduce a quella di Legendre fyy=o se la f 
possiede la fyy; invece per /(y:,y:) può accadere che siano 
verificate su una curva le condizioni di Weierstrass e non 
quelle di Legendre, anche se la f possiede continue le lvivi 
€ fvg i 

Per l’integrale simmetrico /(y) si giunge alle condizioni 
puntuali (1) solo nei punti x = 2, y: = Y2, y} = y; mentre negli 
| altri punti non si possono avere se non condizioni globali, 
analoghe alle (4) che ora si riducono a una sola per la sim- 
metria della funzione integranda. 

Per I(y) si ha l'ulteriore particolarità che se esso è semi- 
continuo nello stesso senso sulle curve C; e C, può non esserlo 
sulla curva C; + C.. 









68 SANDRO FAEDO 


Se I(y:,y2) è continuo allora segue dalle (3) che la f è 
lineare rispetto a y: e y) separatamente, cioè f deve avere la 
‘forma 


v 


f= P(x,2,Y1, Va) + v10(, 2, vi, Ya) + v2R(x, 2, Yi, va) + 
+ yviv2S(x, 2, Yi, Va) ; 








ò OR 1055 
i 1° d’ dada 
I(y:, yz) è continuo. 

In tal modo è caratterizzata la classe degli integrali I(y:, y2) 
continui. Per ottenere la condizione sufficiente per la conti- 
nuità ho stabilito alcuni criteri di uguale continuità per classi 
di integrali curvilinei continui, che si sono rivelati utili nelle 


sono continue ho potuto dimostrare che 


ricerche successive. 

Giunto a questo punto dello sviluppo della teoria, in un 
momento di sfiducia e di crisi spirituale, io pensai di affidarne 
la continuazione a chi avesse ancora intatto l'iniziale entu- 
siasmo e desse affidamento di portarla a rapido compimento. 
Perciò additai la questione all’allora giovane promettente 
Enrico Magenes, che vi si dedicò con il massimo slancio, svi- 
luppandone nel giro di tre anni i capitoli più importanti. 

Il primo passo obbligato era quello di trovare le condi- 
dizioni sufficienti per la semicontinuità. A tale problema Ma- 
genes dedicò una grossa Memoria, nella quale è contenuto un 
esempio ingegnoso — su cui poi ritornerò — di un funzionale 
I(v:, yz) soddisfacente alle condizioni necessarie da me date 
ma non semicontinuo inferiormente. Magenes osserva che per 
l'integrale curvilineo 3c(y) la condizione Fyy =0o limita il 
comportamento all’infinito della figurativa e cioè porta a una 
disuguaglianza del tipo 


F(x, y,y)= P(4,y) +y'0(%,y) 
da cui segue per ogni (x, y) 


RR e i — o. 


I+y° 
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Da questo esempio Magenes ha dedotto, nel caso parti- 
colare che f(x, 2, Yr, Y2, Vj. Y2) Sia continua rispetto a x, 2, Yi, Y2 
uniformemente rispetto a yr e y2, che condizione necessaria 
per la semicontinuità inferiore di /(y:, y2) è che sia in ogni 
punto di A. 


(5) estr inf n 2 Yu Ya Ya Va) >=_—- o. 


I+y Vi+y? 





Queste condizioni, su cui ritornerò più avanti, hanno 
portato Magenes a cercare condizioni sufficienti per la semi- 
continuità dando la seguente definizione di quasi-regolarità 
per l'integrale I(y,, y2). 

Magenes dice che /(yr, y2) è quasi regolare positivo (q.r.p.) 
se in tutto A e per y; e y; qualunque valgono le (3) e inoltre 
esistono 4 funzioni continue P, Q, R, S di (%,2,y:,y2) tali 
che sia in tutto A e per yy) qualsiasi 


Î(x, 2, Vi Va, da; y,) = Se. sh Qvyi ne Ry, + Syivz . 


Questa condizione è indipendente dalle (3). 

Non si hanno però criteri generali per decidere quando 
I(Vi, Y2) è q.r.p. e per trovare le 4 funzioni P, Q, R, S, che non 
sono univocamente determinate. 

Un'altra definizione data da Magenes è quella di I(yx, y2) 
q.r.p. seminormale rispetto a yT 0 Y;. 

Ciò si ha quando /(y:, y:) è q.r.p. e se per ogni punto 
(*, z, Y1, Ya) di A si possono trovare i numeri $, 9,7, 5,v,0 
e Y°, con v> 0,0> 0, Y=I tali che. in tutti i punti di A, 
con (x:y:) che dista in A; non più di o da (X:yr) € (21Y2) 
che dista non più di o da (2; y.) in A, sia 


H(%, 2, Yi, va, Vi, Va) =P+ 1 +2 + V01 
per ogni yj e y; e 
f(x, 2, Vi, Ya, Vi Va) — (D+ + 792 + sY192) = Vival 


per ogni valore di y; e |y;|= Y'. 
Analoga definizione per la seminormalità rispetto a y2. 
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Mancano però criteri per decidere se /(y:, y2) è o no semi- 
normale. 

Magenes ha dimostrato, seguendo la falsariga di una dimo- 
strazione di Tonelli per l'integrale curvilineo, che se l’integrale 
I(Y:, y2) è q.r.p. e seminormale, con qualche ipotesi di deri- 
vabilità per la f, allora /(y:, y2) è semicontinuo inferiormente. 

L. Lombardi ha dato successivamente un’altra nozione 


di integrale q.r.p. Per gli integrali curvilinei 3(c) = J f(x, y, y')dx 
Cc 
la nozione di integrale q.r.p. equivale al fatto che per ogni 


%, y,Y' esiste una {(x,y,y') lineare in y’, cioè un fi, y, V)dx 
continuo, con f(x, y, y°) = f(x, y, y) e con f(%,9,y)={(,7,y) 
per ogni y'. Poichè per gli integrali /(y:, y2) la classe di quelli 


continui è nota, Lombardi chiama q.r.p. ogni /(y:, y:) tale 
che, fissati comunque P = (%,z, Yi, y2) e Q = (Vi, y2) esiste 


un integrale continuo I Î(P, Q)dxdz che in generale dipenderà 


da P, Q, tala che sia f(P,0)={(P,0) e {P,@0)={(P,0) 
per ogni 0. i 

È ovvio che ogni integrale q.r.p. secondo Lombardi lo 
è anche secondo Magenes, in quanto la condizione di Lom- 
bardi implica che siano verificate le (3). 

Lombardi ha dimostrato che se un integrale /(yr,y2) è 
q.r.p. nel suo senso esso è semicontinuo su ogni curva (yr, Yz) 
con yi e y2 lipschitziane. 

La dimostrazione di Lombardi è parallela ad una di Tonelli 
per gli integrali 3c(y). Tonelli toglie la condizione di lipschit- 
zianità costruendo una nuova funzione g che coincide con, f 
per |y| =, con figurativa convessa, tale che per |y'|> £ 
sia f= g ed inoltre tale da avere gy, limitata. 

Lombardi ha indicato casi in cui tale costruzione si tra- 
sporta agli integrali /(y:, y2) ma non sisa se ciò si possa fare 
per ogni integrale q.r.p. 

La proprietà suddetta per gli integrali /(yr, y2) è detta 
da Lombardi asintotica bilinearizzabilità (a.b.). Egli dimostra 
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poi che ogni integrale q.r.p. e asintoticamente bilinearizzabile 
è semicontinuo inferiormente. 

Dalle condizioni sufficienti per la semicontinuità di /(yr, y2) 
si deducono subito condizioni sufficienti per quella di /(y). 

Una volta stabiliti i concetti di integrale quasi regolare 
e seminormale Magenes è passato ad estendere i teoremi di 
esistenza di Tonelli all’integrale /(y1, yz) in una classe di curve 
K completa, cioè chiusa rispetto alla metrica uniforme. 

Egli ha anzitutto osservato che se non si fanno ipotesi 
sulla classe K di curve in cui si cerca il minimo, questo può 
non esistere anche nei casi in cui la funzione f è estremamente 
semplice ed è condotto a porre la condizione che esista una 
costante n > o tale che ogni curva C di K ha componenti y: 
e y2 definite ciascuna su un intervallo di lunghezza almeno x; 
una tale classe verrà indicata con K,. 

Magenes ottiene così una estensione alle classi K, del 
teorema di Nagumo e cioè: 

«Se I(yr,y2) è q.r.p. seminormale ed esistono due fun- 
zioni @;(u) e ®.(u) (u> 0), inferiormente limitate e con 
D;(u) D.(u) 


im ooe 


+-+ 0 per u++ co e per cui sia 
U 


in tutto A e per ogni yr, Yz 
(0) f= Di[lyal] e {= D:(|y2]), 


allora in ogni classe completa K, di curve ordinarie apparte- 
nenti ad A esiste il minimo assoluto di I(yx, y2)». 

Magenes ha poi esteso il teorema di McShane in cui 
alle (6) si sostituisce il fatto che / è inferiormente limitata 
Giche: 

lim DELI lim CIAO 
io [Vil 300 [Ya] 
uniformemente rispetto alle altre variabili. 

Egli ha inoltre esteso altri teoremi di Tonelli che affi- 
nano le condizioni di Nagumo e McShane, trattando anche 
il caso in cui il campo A è non limitato. 





























72 SANDRO FAEDO 


Passando ‘all’integrale /(y) l’estensione del teorema di 
Nagumo data da Magenes porta all’unica disuguaglianza 
f= (lyil, 1y2)) 

con CLIN + 00 per ut+> + co. 

L’integrale /(y) non presenta alcune anomalie che invece 
si incontrano in I(y:, y2). Ad es. per f = yj2y2? se per le fun- 
zioni y di K I(y) è superiormente limitato, le y sono equiasso- 
lutamente continue; se invece è 


b (a ; b, d 
il I Vi?(4)v2°(2)dxdz =J vida | V2:(4)dz < L 


non è detto che siano superiormente limitati i due fattori 


b d 
/ Vida e Ji vide 
a c 


e non si può dedurre l’equiassoluta continuità di y7(x) e y-(2) 
mA 

Tale questione è stata approfondita da Lombardi che ha 
chiamato regolare una classe completa K di curve (Vi(4), Y2(2)) 
quando in sostanza dalla disuguaglianza 


b X 
i yatada. | yiz(2)dz < L 


si può dedurre che sono superiormente limitati nella classe K 
gli insiemi di integrali 


b b 
J vi (ada e I Vie (a)de, 


come accade ovviamente quando si considera /(y) in cui è 
sempre yi(x) = y2(4). 

Lombardi ha dato anche alcuni criteri per la regolarità 
di una classe di curve. Egli ha potuto così dimostrare l’esi- 
stenza del minimo in ogni classe completa e regolare di curve 
ordinarie per un integrale q.r.p. e a.b. per cui la f è inferior- 
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mente limitata e per cui esistono due numeri positivi Y e @ 
tali che per |y{y|> Y' risulti 


I, 
H(%,%, Yi, Va Vi, = tate. 


Successivamente Lombardi ha esteso questi risultati, rela- 
tivi alla semicontinuità ed esistenza dell'estremo, a integrali 
dipendenti da un numero qualunque di curve e più in gene- 
rale a integrali dipendenti da una varietà V, costituita da 
un vettore di m funzioni componenti y;(x) (î = I,2,..., #1), x 
essendo un punto di un insieme di Sn. Egli considera un inte- 
grale dipendente dal vettore $ delle derivate parziali prime 
| delle y;(x) che indica con 


[pe y, pldx 
D 


D essendo l’insieme prodotto di insiemi Dj (î = 1,2,...,) 
di Sn e P(x, y, f) una funzione assegnata dei suoi argomenti. 
Questi lavori di Lombardi sono pregevoli per le concise 
notazioni vettoriali che permettono un sintetico simbolismo, 
pur non contenendo risultati di nuovo tipo, essendosi egli 
limitato a estendere formalmente i suoi precedenti teoremi. 

Nei suoi ultimi lavori, per suggestione d’oltre oceano, 
egli chiama «problema di Tonelli» lo studio degli integrali 
che io ho chiamato di Fubini-Tonelli e che così continuerò a 
chiamare, perchè riconosco fondamentale l’opera di Fubini 
per la priorità nella posizione del problema e per la genia- 
lità dei contributi, soprattutto se si tien conto del fatto che 
50 anni or sono i metodi diretti, di cui Fubini ha fatto uso, 
non erano ancora stati completamente elaborati. 

Dopo aver stabilito i suoi teoremi di esistenza, Magenes 
è passato a studiare le equazioni di Eulero per gli integrali 
I(y:, y2) e I(y). Per l'integrale I(y) egli così ritrova l’equa- 
zione (2) già stabilita da Fubini; per I(y:, y2) si ha un sistema 
di due equazioni integro-differenziali. Egli precisa il concetto 
di estremale ed estremaloide e dà condizioni sufficienti perchè 
una estremaloide sia un’estremale. 
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Egli si è poi occupato dell’esistenza e dell’unicità delle 
estremali, per le quali non è in generale possibile considerare 
problemi in piccolo, come accade per il classico integrale cur- 
vilineo. Magenes dà quindi criteri di esistenza per problemi 
in grande, nei quali sono assegnati condizioni ai limiti e con- 
dizioni di tipo iniziale. In tale ricerca Magenes ha seguito la 
via tracciata da Tonelli e ha inoltre mostrato applicazioni 
della teoria svolta alle equazioni integro-differenziali. 

Magenes si è poi occupato del minimo relativo per gli 
integrali di Fubini-Tonelli. Egli ha studiato la variazione 
seconda estendendo la condizione di Jacobi e dando quindi 
condizioni sufficienti per il minimo relativo debole, impostando 
tale studio attraverso il così detto « problema ai limiti acces- 
sorio », secondo l’indirizzo di Hilbert e conseguendo risultati 
assai notevoli per le equazioni integro-differenziali. 

Magenes si è infine occupato del problema di dare con- 
dizioni sufficienti per il minimo relativo semiforte. 

Viene detta minimante relativa semiforte una C tale che 
I(C)=I(C) per tutte le C aventi gli stessi estremi di C, appar- 
tenenti a un opportuno intorno di C, e per cui le corrispon- . 
denti derivate differiscono quasi ovunque per meno di una 
prefissata costante. 

A proposito di questo problema Magenes osserva che 
mentre per il minimo relativo forte, cioè senza il vincolo per 
le derivate, è impossibile esprimere condizioni sufficienti per 
la semicontinuità solo attraverso le derivate parziali fi ed 
fy:y; per quello semiforte ciò si può fare. 

Questa osservazione gli ha permesso così, adattando un 
procedimento di Mc. Shane, di ottenere condizioni sufficienti 
per il minimo relativo semiforte. 

Nel complesso Magenes, superando notevoli difficoltà, ha 
tracciato le linee fondamentali del Calcolo delle variazioni per 
gli intervalli di Fubini-Tonelli, ponendo e risolvendo anche 
problemi che solo in epoca recente erano stati risolti per gli 
integrali classici. 
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A questo punto io dovrei concludere la mia relazione; 
devo però confessare che nel prepararla sono stato ripreso 
dal fascino di questi studi. e, nonostante i gravi impegni del 
mio ufficio, ho potuto apportare nuovi contributi, che ritengo 
mi condurranno a dare una nuova sistemazione alla teoria. 

Fra le questioni lasciate aperte dalle ricerche di Magenes 
e Lombardi due mi sembrano essenziali per la completezza 
della teoria e per la loro influenza anche sui capitoli più avan- 
zati. 

La prima è che è ancora troppo largo il fossato fra le 
condizioni necessarie e quelle sufficienti per la semicontinuità. 
La seconda è che le definizioni di integrale quasi regolare 
positivo date da entrambi sono fondate sulla esistenza di uno 
o infiniti paraboloidi situati al disotto della figurativa, senza 
che si sappia non solo come si possano trovare ma nemmeno 
quando essi esistano o no. 

Pertanto mentre per gli integrali classici le condizioni 
sufficienti per la semicontinuità sono espresse da proprietà 
delle derivate della funzione integranda, per quelli di Fubini- 
Tonelli essi dipendono anche dalla esistenza di questi para- 
boloidi, che non è detto siano essenziali, perchè sono soltanto 
lo strumento per poter estendere un tipo di ragionamento di 
Tonelli. 

Volendo affrontare questi due problemi pensai dapprima 
di cercare nuove condizioni necessarie per la semicontinuità 
e di cominciare anzitutto con l’allargare il campo di validità 
della condizione necessaria (5) data da Magenes limitatamente 
al caso in cui la {(x, 2, vr, Y2, Vi, y2) fosse continua rispetto a 
(x, 2, vr, yz) uniformemente rispetto a yi e y2. 

La dimostrazione di Magenes è fondata sul fatto che se 
in un punto P= (x, £, V1, Y:) non è soddisfatta la (5), allora 
fissato un numero N ad arbitrio esistono curve ordinarie, ap- 
partenenti a un intorno comunque piccolo di P, per cui l’inte- 
grale vale meno di N. Manca pertanto la semicontinuità sulla 
curva ridotta ai due punti (x, Vr) e (2, y2). Ciò è illustrato dal 
seguente esempio dato da Magenes fin dal suo primo lavoro: 


PRATI NOIRE RAGALNA a 








FIAT Er 








ti 
=, 








Id. 
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La funzione 


, 2)2 I ’ pe ’ r ’ ’ 
F* (Vr, Y2) = eva? + pei alia 30902 2Vx°V2? + 





main 3 I yiyi3 da +y4 mante 
soddisfa alle condizioni 
Bino, fia 0 ed è Pi, yi) = — Lys 
L’insieme di curve 


Dl: fesa) 


»- 





PERIZIA (o 


red 53) 


dove 5, con o<b=1 è un parametro, dà all’integrale 


*(Yr, y2) = J / f*(v1, ya)dxdz 
I — db)? 


(7) Itonr)=-1f" sE Vi?y pd 3 È 


il valore 


per db + o la curva (y:, y2) tende alla coppia di punti (x = 0, 
Y:= 0) e (4=0, y.= 0) mentre l’integrale tende a — co. 

Studiando questo esempio potei dimostrare, con una 
dimostrazione assai complessa e legata alla struttura analitica 
della f*(y:, y:), che l'integrale /*(yr, y.) è semicontinuo infe- 
riormente su ogni curva ordinaria avente derivate prime asso- 
lutamente continue. 

Questo fatto non è in contraddizione con quanto dimo- 
strato da Magenes, il quale dà una condizione necessaria per 
la semicontinuità su ogni curva ordinaria, non escludendosi 
che su classi particolari di curve quella condizione non sia 
necessaria. 

Era perciò essenziale caratterizzare la classe di curve 
ordinarie su cui manca la semicontinuità di / *(Yi, y2) e spie- 
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gare come la semicontinuità, che manca sulle curve ridotte 
a una coppia di punti, riappaia per una vasta classe, pur poten- 
dosi pensare ciascuna di esse come un insieme di coppie di 
punti. 

Ritengo opportuno considerare il seguente esempio: 


Sulla:curva:y; = 0,0.=%=1T,-y —0o-0 = ==a-l0n- 
tegrale /*(y1, y2) ha il valore zero; le curve, dipendenti dal 
parametro db (0<b=1) 


Vi db? 


lari a DA o=x= bs? 
Yip =V(1—b)b per 5302 =x=1 
Reni per o=z=b8! 


vav=V(1—-b)6 per 69 =z=I 


tendono uniformemente a (Y:, y2) per d++ 0; esse, sull’in- 
tervallo o =x= b3/2, o == 3/2 si riducono a quelle con- 
siderate da Magenes che danno all’integrale I*(y1, y2) il valore 
espresso dalla (7). 

Si ha ora 


I*[y1,o Y20] = i i f*[vx3 Vap]dxdz = 
1 Si 


; 63/2 ("68/2 È 53/2 
= [SFr vesti ta[. fo Poe = 
(0) (0) (0) 


— b2 
de SE al | (1 — 53/2)63/2 
che per db+ + 0 tende a + 00. 

L’integrale /*(yr, y:) è quindi semicontinuo su (Jr, Y2) 
relativamente alla famiglia di curve (y1, y26); non lo è invece 
sulla curva ridotta alla coppia di punti (x = 0, y: = 0) (f=0 
yz = 0) relativamente agli archi della stessa famiglia di curve 
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appartenenti a intorni comunque piccoli di tale coppia di 
punti (1). 

Ciò dipende dal fatto che se 7;(2), [y2(2)] non si riduce 
a un punto di A;[A.], tutte le y;(x), [y2(2)] che appartengono 
a un intorno abbastanza piccolo di (4), [Y2(2)] o sono tali 
che y7(4) — v:(4), [v2(2) — V:(2)] si mantiene piccola in valore 
assoluto, oppure se tale espressione assume valori grandi deve 
risultare sia positiva sia negativa sul rispettivo intervallo. 

Mi formai da ciò la convinzione che la condizione di Ma- 
genes fosse necessaria per la semicontinuità soltanto sulle 
curve di cui almeno una componente degenera in un punto 
e che pertanto tale condizione non fosse necessaria per le curve 





(1) È agevole dimostrare che I *(Y1, Y») è semicontinuo inferior- 
mente su .(J,, Va). 

Se (y,(4), y»(4), è un’altra curva ordinaria, definita pero=4x=1 
e pero=z="1 e appartenente a un intorno di ampiezza o di (V,, Va) 
risulta 








là TÀ if , ’ , , , I 12,7 ì 

P*(V1 Va) =201— va)? + 2 Mi — Va) 2 Vi vv vt = 
geo RR E 
= 2(V1° + V3°) — 4V1V3 4 5 (V14 + y34) 3 (V1° + VE )VIVI . 


Si ha 


ala: , 56 DI) Lato: a une / 
I,= 2yi +3 yi — — y18y; |dxde > Vi|2 += yi? — 160|y1||dx; 
o)Jo 2 3 o o) 


per g> o e abbastanza piccolo, qualunque sia y/, risulta 


FI 
2 


2+3y1° — 1601 > 0; 


pertanto è /, =o e analogamente 
3 À lA 2 LOITÀ 
; J J [av È si vs — SE vivir |a =>o. 
oJo 2 3 


Poichè è 1*(7,, 7») = 0, se 0 è abbastanza piccolo per ogni curva (Y,, Vs) 
appartenente all’intorno (0) di (7, 7») è 


I I 
TO, v)=I*0y 3) — 4 fl [vivida = 145,3) - 100, 


che prova la semicontinuità di /*(y,, y,) su (1: Da). 
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ordinarie effettive, le sole che interessano in questa teoria, 
come è anche provato dalla ere delle classi K, 
introdotte dallo stesso Magenes. 

Al tempo stesso mi convinsi che le condizioni necessarie 
da me trovate potevano essere anche sufficienti per la semi- 
continuità, ma che si dovesse riesaminare tutta la teoria, stac- 
candosi dagli schemi dimostrativi di Tonelli che portano a 
introdurre quei paraboloidi artificiali, al posto delle varietà 
lineari tangenti alla figurativa che, nei casi trattati da Tonelli, 
si presentano invece in modo del tutto naturale. 

Il successo dei procedimenti dimostrativi di Tonelli, per 
quanto riguarda la semicontinuità, è fondato su due pilastri: 


I) uso dell’integrale di Lebesgue e considerazione della 
classe delle funzioni assolutamente continue; 


2) uso della formula di Taylor: mediante essa la figu- 
rativa si scompone in termini lineari e quadratici nelle deri- 
vate; i termini lineari danno un’integrale continuo, mentre 
quelli quadratici (se costituiscono una forma quadratica defi- 
nita) caratterizzano la semicontinuità. 


Già nel primo lavoro io avevo notato che la formula 
Taylor non andava bene per gli integrali di Fubini-Tonelli, 
perchè gli integrali continui non sono dati dai soli termini 
lineari nelle derivate e perchè non è necessario che la forma 
quadratica suddetta sia definita affinchè l’integrale sia semi- 
continuo. 

Occorreva pertanto trovare un. altro modo di scomporre 
la figurativa, che sostituisse la formula di Taylor, e che carat- 
terizzasse da un lato gli integrali continui e dall’altro quelli 
semicontinui. 

Al tempo stesso pensai che, crollato per gli integrali di 
Fubini-Tonelli il pilastro della formula di Taylor, occorresse 
per essi riesaminare anche l’altro e partire da nuove basi che 
permettessero insieme di costruire la teoria con la stessa ele- 
ganza e completezza con cui Tonelli ha caratterizzato la semi- 
continuità per gli integrali classici. 














Vit id ee 
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Era naturale che, trovando non idoneo l’integrale di Le- 
besgue, io mi rivolgessi a quello di Weierstrass, creato per il 
Calcolo delle variazioni e a cui lo stesso mio Maestro aveva 
fatto ricorso nei suoi lavori iniziali e sul quale era ritornato 
negli ultimi anni della Sua vita con una Memoria sulle fun- 
zioni di intervallo. 

Pensai pertanto di fare uso dell’integrale di Weierstrass 
e della classe delle curve C(y:, y:) con yr e y. soltanto con- 
tinue nei rispettivi intevalli e di abbandonare la formula di 
Taylor, usando in sua vece la convessità della figurativa ri- 
spetto a y; e y. separatamente. 

Se f(x, z, Vi, Y2,y1, y:) è supposta soltanto continua in 
ogni punto di A e per ogni yi e y) e se C = (Yx(£), Y2(4)) 
(a=x=b,c=z="d) è continua ed appartiene ad A, defi- 
niamo l’integrale di Fubini-Tonelli, nel senso di Weierstrass, 
nel modo seguente: 

Si divida (a, 0) in parti mediante i punti 


A = %X%<%r< <= d 
e così pure (c, d) con i punti 
C= 40 <%r <.< Zi = d 
e si formi la somma 


n 


) (Xi) — Vi(Xi 
A [i dite pata), So 


X — Xi-1 





Va(z) — V2(%j-1) 
Zj fat 





(xi xi) (2 — 21). 





Se S ha limite finito al tendere a zero della lunghezza del mas- 
simo intervallo delle due suddivisioni, tale limite si dirà l’inte- 
grale di Fubini-Tonelli nel senso di Weierstrass sulla C e si 
indicherà con Iy(C). 

Diremo che Iw(C) è quasi regolare positivo se in ogni punto 


di A la figurativa è convessa positivamente come funzione 
Y: € yz separatamente. L’integrale /w(C) si dirà poi qr.p. semi- 
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normale se in nessun punto di A la {(x, 2, vi, va, Vi, y2) si ri- 
duce a un funzione lineare rispetto a yi e y2 separatamente. 
Qualora la f possieda le fyyy e fyys Iw(C) è q..p. se è 
fyy=0 @ fyyj=0 ed è q.r.p. seminormale se in nessun 
punto di A le fy;y; € fy;y, sono entrambi nulle per ogni va- 
lore di y1 e y2. 

Si dimostra che, qualora / sia supposta soltanto continua, 
condizione necessaria per la semicontinuità inferiore su ogni 
curva ordinaria di /yw(C) è che esso sia q.r.p. 

Ho potuto inoltre dimostrare (?) nelle ipotesi di Magenes, 
cioè se la {[x, 2/Yi, Y2, Yi, y:] è continua nei punti di A uni- 
formemente rispetto a yi e y2 (senza però nessuna ipotesi di 
derivabilità sulla f) che se è q.r.p. I/w(C) è semicontinuo infe- 
riormente nella classe delle C per cui esso esiste (finito o no). 

Il calcolo delle variazioni per gli intervalli curvilinei con 
l'uso dell’integrale di Weierstrass è stato sviluppato da 
C. Menger e dalla sua Scuola per gli integrali in forma para- 
metrica, per i quali lo strumento dell’integrale di Weierstrass 
si presta in modo particolare. 

Per gli integrali in forma ordinaria seguendo una idea 
di McShane, conviene considerare un integrale ausiliario in 
forma parametrica, che ha lo stesso valore di quello in forma 
ordinaria. 

Desiderando sviluppare in modo completo la teoria ho 
pertanto iniziato a studiare gli integrali di Fubini-Tonelli in 
forma parametrica, l'integrale essendo inteso nel senso di 
Weierstrass. 

Le definizioni di integrale q.r.p. e seminormale che ho 
dato per gli integrali /w(C) in forma ordinaria si trasportano 
immediatamente alla forma parametrica. Posso intanto. comu- 
nicare i seguenti risultati, nella ipotesi di una funzione inte> 
granda continua {[%1, Vi, %2, Y2, X1, Y1, X2, Yz] e positivamente 
omogenea di grado I rispetto a xt, y} e x2, Y2. 


(?) In un lavoro in corso di stampa negli « Anuali della Scuola 
Normale Superiore di Pisa», 1964, cui rinvio per la bibliografia. 


6 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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Sia 
tic I } A (0), va (0), 200), V2(0), di, dya, di, do) 


l'integrale di Weierstrass della f esteso alla curva C, di com- 
ponenti parametriche Ci = (%: = x:(0), yv:=%y:(4) e C.= 
= (x. = 42(0), ya = y2(2)) e 


TC) = ff flr:(), ve (0), (0), 0) 
xi(0), vi(u), x2(0), y2(0)]dudv 
il corrispondente integrale nel senso di Lebesgue: 


I) Se Jw(C) è q.r.p., allora /yw(C) esiste finito sulle 
curve C con componenti C; e C, rettificabili ed è Jw(C) = I(C). 


II) Condizione necessaria perchè Jyw(C) sia semicontinuo 
inferiormente è che esso sia q.r.p. 


III) Se Jw(C) è q.r.p. esso è semicontinuo inferiormente 
in ogni classe di curve C con componenti di lunghezza supe- 
riormente limita. 


IV) Se Jw(C) è q.r.p. e seminormale esso è semicon- 
tinuo inferiormente. 


V) Se Iw(C) è q.r.p. e se nei punti eccezionali in cui 
la figurativa si riduce a un paraboloide vale una ulteriore con- 
dizione, allora Jw(C) è semicontinuo inferiormente. 


Da questi teoremi mi riprometto di ritornare, con l’uso 
di un integrale ausiliario in forma parametrica, a quelli in 
forma ordinaria, in modo da avere anche per essi una trat- 
tazione ugualmente esauriente. Ritengo che quanto ho detto 
sia sufficiente a mostrare che così si viene a chiudere la lacuna 
fra le condizioni necessarie e sufficienti per la semicontinuità 
e che la teoria acquista un assetto più armonico e completo. 

È mio proposito. di ricostruirla su queste nuove basi, 
quale mio modesto tributo di omaggio a Lagrange e al mio 
indimenticabile Maestro Leonida Tonelli. 
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Le calcul des variations et ses extensions 


Riassunto. — Dans notre communication, nous avons résumé et com- 
plété deux de nos publications précédentes (I et II, en fin du pré- 
sent texte). Par manque de temps, nous nous bornerons ici à I (1) et 
nous nous contenterons d'y ajouter quelques nouveaux compléments. 


Ea 


Nos deux principales innovations dans I sont les swivantes. 


I. Montrer que plusieurs résultats classiques du Calcul 
des Variations s’étendent à l’étude de l’existence et de la dé- 
termination de l’extremum local d’une fonctionnelle K [2], 
pour 2 = c, où K est un nombre et z un élément d’un espace 
abstrait, que, pour simplifier, nous supposerons étre un espace 
de Banach. 


II. Prouver que les résultats obtenus en utilisant la « va- 
riation » au sens d’Euler et de Lagrange pour 2 = c peuvent 
étre étendus ou précisés quand on suppose que K [z] est diffé- 
rentiable (à notre sens) pour z = c ou quand on suppose que 
K [:] possède pour 2.= c, une « variation généralisée ). 

Rappelons les définitions de ces trois notions quand on 
les étend du cas des intégrales du Calcul des Variations, au 
cas de la fonctionnelle K [z]. 


(1) Nous avons l’intention de montrer que l’exposé actuel fournit 
des résultats nouveaux méme dans le cas des integrales du Calcul des 
Variations, complétant ainsi la Note II. 


ceri lib Sa 





84 MAURICE FRECHET 


I. Nous avons, il y a longtemps, défini la différentielle 
d’une fonctionnelle K [z], de la manière suivante: K [2] est 
différentiable pour 2 = c, s’il existe une fonctionnelle L [c, Ac] 
‘linéaire en Ac, telle que 


(1) K[c+A4c]=K[]+£[c,4c]+ ||de||e[c, 4g] 
avec 
(2) lim e|6, Zse]=:0- 
IA ell >o 
Et alors L[c, Ac] sera appelée la différentielle de XK [z] 
pours:=% 
£L[cAc}= da K[c] 


On dira que K[z] a une différentielle d’ordre » pour 
z=c, si K[z] a une différentielle d’ordre n — I au voisinage 
de c et si cette différentielle a une différentielle pour z = c. 


II. Nous dirons que X [z] a une «variation» d’ordre 
au sens de Lagrange, étendu, pour z=c, si K[c+ fw] 
a une dérivée d’ordre » par rapport à $, pour f = 0 et où f 
est un nombre et wu un vecteur de l’espace de Banach où se 
déplace z et que nous désignerons par espace B ou plus briè- 
vement 5. 

Alors la « variation » d’ordre n de K [z] pour z = c, cor- 
respondant à v et au nombre a, sera 


La (Es plo. 


III. Nous dirons que K [z] a une « variation généralisée » 





d’ordre n pour z = c, correspondant à a et v, s’il existe des 
’ 





fonctions Ki [c, «]...K,[c,u] telles que 

(3) K[ctau]=K[]+aK:[cu]+...+ 
+ a" {Kn[c,u]+ en[c, «, a]} 

avec 

(4) lim En[c,u, a] = 0. 
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COMPARAISONS. — On peut démontrer: 


1) que si K[z] est différentiable d’ordre n pour 2 = c, 
alors, quels que soient a et 4, K [z] a une « variation » d’ordre 
n et une «variation généralisée » d’ordre n pour 2 = c, correspon- 
dant à a et «, ces deux dernières étant égales pour n = I. 

On peut démontrer que K) [c, «] est homogène en v et de 
degré p: 


(5) oP Kp[c,u)= Ky [c, a u] 


2) que si K[z] a une «variation» d’ordre n pour 2 = c 
correspondant à a et vu, K [z] a aussi une variation généralisée 
d’ordre n pour z = c, correspondant aux mémes a et wu. 

Mais nous avons donné 


un exemple de K [z] 


possédant pour z = c une «variation généralisée » correspon- 
dant à a et « sans avoir une variation du méme ordre, pour 
2 = c, correspondant aux mémes a et u 


et un exemple d’un K [z] possédant 


une variation pour z = c, sans avoir pour 2 = c, une « diffé- 
rentielle » du méme ordre, quels que soient a et u. 

Dés lors, si nous représentons par D, V, G là famille des 
fonctionnelles K [2] qui pour 2 = c et pour le méme ordre, 
ont respectivement une différentielle, ou une «variation » cor- 
respondant à a et v, ou une «variation généralisée » correspondant 
à a et wet ceci quels que soient a et v, on aura 


bee ie 


formules pour lesquelles on doit préciser que ces trois fa- 
milles sont distinctes. 


CONDITIONS NÉCESSAIRES. — On peut « aussi démontrer les 
théorèmes suivants 


‘Pour que K [z] ait un extremum pour 2 = c, 
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il faut que la « variation » première généralisée de X [z] pour 
z= c, et correspondant à a et u, soit nulle quels que soient |a] 
assez petit et «. D’après ce qui précède, le théorème reste exact 
en remplacant la «variation généralisée » par la « variation ». 

Il peut arriver que, non seulement XK; [c, «] mais aussi 
K, [c, u], ...jusqu'àè un certain ordre (non compris) soient 
nuls pour au moins un vecteur wo. Alors 





K [c + ao — K[c]= a {K,[c, uo] + €n [c, %o, a]} 


Par hypothèse, K, [c, uo] #0. Donc pour |a| assez petit 
l’accolade sera du signe de K, [c, vo] et par suite, le premier 
membre, comme le second changera de signe avec a, si n. est 
impair. Dès lors, dans ce cas, K [2] ne pourra avoir un extremun 
local pour 2 = c. 

Si donc K [z] a un extremum local pour z = c, n dott étre 
pair: n = 2), et alors on voit que si cet extremum est un maxi- 
mum, K2p [c, u] devra étre =o0 quel que soit x et si c'est un 
minimum, Kap [c, u] devra étre = o, quel que soit w. 


CONDITIONS SUFFISANTES. — Soient c et Ac deux éléments 


de B, (||Ac|| + 0), et soit a un nombre + 0; le vecteur w = > Ac 
appartiendra à B, avec ||u|]|* 0; supposons 


(6) Kr[o,.dc]=e= Kale, 4cl=0 et K,[c,A4c]+o0, 
D'après (3), (4) et (5), on aura 


Kc + 4] — K[]= Ka[c, 4] + |[de]{" on [c, 4g]. 


On a vu que si n est impair, K [] n’a pas d’extremum 
local pour 2 = c. 

Supposons alors x pair (1 = 2). On obtiendra une condition 
suffisante quand K [z] possède la propriété P, : ©, [c, Ac] con- 
verge uniformément vers zéro quand ||Ac|| > o. 

Alors si les 29 — 1 quantités Kg [c, Ac] sont nulles, quel que 
soit ||Ac|] assez petit, jusqu'àè l’ordre 2) exclu et si K[z] a 
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la propriété P,, alors K[z] a un extremum strict local pour 
z= c. C'est un maximum pour K25 [c, Ac] } 0, un minimum pour 
Kap[c, del{o. pets. ; 


Pour abréger, nous renvoyons aussi à I pour ce que nous 
y avons appelé le « cas douteux », généralement non traité dans 
les ouvrages sur le calcul des variations classiques. 


. [I) Le problème de l’existence d'un extremum local d'une fonctionnelle, 
Ann. École Norm. Sup., 1955, p. 93-I19. 
[II] Existence de la différentielle d'une integrale du Calcul des Variations, 
C. R., tome 240, 1955, p. 2036. 
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Problemi di Lagrange con vincoli unilaterali. 


Riassunto. — S7 espongono recenti risultati di Pontryagin, Filippov, e 
di altri (parte B) sui problemi di Lagrange con vincoli unilaterali 
(problemi di controllo ottimo). Si enuncia un teorema esistenziale del- 
l’autore. Precedono brevi cenni sulla teoria della programmazione 
(parte A). 


Negli ultimi anni sono stati studiati sistematicamente 
problemi di massimo e di minimo con vincoli unilaterali in 
relazione ad importanti applicazioni tecniche. Corrisponden- 
temente, nuovi metodi sono stati escogitati per la loro risolu- 
zione, e nuove interessanti teorie si sono definitivamente inse- 
rite nelle odierne scienze matematiche. 

Nella presente esposizione mi propongo di esporre breve- 
mente alcuni risultati della recente teoria sui problemi di La- 
grange del calcolo delle variazioni con vincoli unilaterali, o 
problemi di controllo ottimo (parte B). A scopo di chiarifica- 
zione premetto un brevissimo cenno sui problemi di massimo 
e minimo finiti con vincoli unilaterali che rientrano nella ora 
estesissima teoria della programmazione (parte A). 


A) PROBLEMI DI MASSIMO E DI MINIMO 
FINITI CON VINCOLI UNILATERALI 


GENERALITÀ. 


A cominciare dal 1940 si è sviluppata una teoria, che ha 
ricevuto dapprima vari nomi, ma che ora, specialmente in 
Economia Matematica, è nota come teoria della programma- 
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zione di attività interdipendenti, o semplicemente, program- 
mazione. Tale teoria è stata motivata da un gran numero di 
diversi problemi quali ad esempio: problemi di ottima produt- 
tività di un complesso di macchine, problemi di trasporto, 
conservazione e distribuzione di prodotti, problemi di ottimo 
uso di carburanti, problemi di ottima allocazione di mano 
d'opera, possibilmente con l’uso dell'intera mano d’opera esi- 
stente. In ogni pianificazione sociale, economica e industriale 
si incontreranno problemi di tale natura. 

Per rendersi conto come vincoli unilaterali debbano in- 
contrarsi necessariamente basti pensare a questi pochi esempi: 
l'utilizzazione giornaliera in ore di una macchina o un gruppo 
di macchine dovrà essere espressa da un numero. compreso 
tra zero e 24; la velocità di un mezzo di trasporto o il regime 
di una macchina devono essere contenuti tra limiti ben deter- 
minati e non debbono superare i massimi per cui tali macchine 
e mezzi furono costruiti; le percentuali dei vari componenti 
di una miscela debbono essere numeri compresi tra zero ed 
uno. Solo per semplicità ci limitiamo qui a problemi lineari. 

Un tipico problema matematico della teoria della program- 
mazione è il seguente: Determinare il massimo di una forma 
lineare 


(1) ATI Ii e I 
quando le variabili x, ..., x, soddisfano relazioni del tipo 
Qiz%x +... + dintn = bi, CEST 
(2) 
x;= 0, CERCO 


Tutte le costanti 4;;, di, c; e le variabili x; sono reali. Una 
n.upla x = (%r, ...,%,) si dirà ammissibile se soddisfa le rela- 
zioni (2), una n.upla ammissibile x° si dirà ottimale se dà il 
massimo di z, cioè, f(x°) = zmax = è. In generale, si dovrà 
prima di tutto accertare che le condizioni (2) sono compatibili, 
cioè, esistono n.uple x ammissibili, e, successivamente, si dovrà 
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accertare che z = f(x) ammette un massimo finito tra tutte 
le n.uple x ammissibili, cioè, esistono n.uple x ottimali. 

Si noti che le prime relazioni (2) possono essere scritte in 
forma di uguaglianze mediante l’uso di variabili ausiliarie 
yi così che il problema (1), (2) diventa: 


= MASSIMO) 
UdixXxr +... + dint&n + Vi = bi, WE 


Xx =0, dn Vi=0, î=1,...M. 


Come un esempio del problema (1), (2), si potrà pensare 
z come il profitto totale nella vendita di certi prodotti P., ..., 
P,, di cui si possono produrre quantità x,, ..., x, giornaliere 
mediante l’uso di certe macchine M 1» «+++ Mm di cui sono dati 
i relativi tempi di lavorazione. Allora ai; sarà il tempo di lavo- 
razione in ore necessario per la lavorazione alla macchina 
Mi del prodotto P;, c; sarà il prezzo di mercato del prodotto 
finito P;, e si prenderà ad esempio dj = 24. 

È ben evidente che le relazioni (2), se compatibili, deter- 
minano un poliedro /" chiuso, ma non necessariamente com- 
patto, nello spazio euclideo E,, e che il massimo di £ certo 
esiste se /" è compatto. D'altra parte, non è difficile dimostrare 
che il massimo di 2, se esiste, è assunto in almeno un vertice 
di I°, così che basterebbe saper determinare tutti i vertici di 
Te i corrispondenti valori di z per risolvere il problema. Tut- 
tavia, questo problema è solo apparentemente elementare, 
perchè la determinazione di tutti i vertici di J” è praticamente 
impossibile già per m ed n di poco al di sopra di 2 0 3. 

La teoria, che deve la sua iniziale motivazione alle ricerche 
in economia matematica di W. W. Leontief [13] e di J. von 
Neumann [18,19], fu sviluppata prima di tutto da B. G. Dantzig 
[7,8] e successivamente da un gran numero di studiosi tra cui 
citiamo A. W. Tucker, W. W. Cooper, D. Gale, M. Gerstenhaber, 
A. J. Goldman, T. C. Koopmans, L. V. Kantorovich, M. V. 
Gavarin, V. A. Zalgaller, H. W. Kuhn. Rimando alle brevi 
e lucide esposizioni di C. Bussi [6] e di S. Ricossa [20] in Italia, 
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e alle estese esposizioni apparse all’estero tra cui cito soltanto 
per brevità quelle di W. T. Baumol [4], D. Gale [9g], S. Karlin 
[12], S. Vajda [21], E. Burger [5], L. V. Kantorovich [10,11], 
e V. S. Nemcinov [17]. Tutte queste esposizioni, insieme alle 
altre raccolte [1,2,3,14,15,16], mettono in luce altresì le pro- 
fonde connessioni della teoria della programmazione con altre 
aree di ricerca matematica (operations analysis, game theory, 
management). 

Un metodo semplice e pratico per la determinazione del 
massimo di z nel problema sopra menzionato è dovuto a G. 
B. Dantzig (simplex method, [8]) in connessione con l’uso dei 
moltiplicatori Lagrangiani e di considerazioni teoriche di cui 
diamo un cenno più sotto. Rimandiamo per il metodo di G. B. 
Dantzig alle esposizioni [6,20,21] e alle altre già citate. La let- 
teratura concernente tale metodo è amplissima. Essa comprende 
i numerosi e adeguati artifici che sono stati escogitati dal Dantzig 
e da altri per superare i così detti casi di degenerazione del 
metodo. Altri metodi sono stati proposti per la determina- 
zione del massimo di z da J. von Neumann (Nav. Research 
Logist. Quart., vol. 1, 1954, pp. 109-115), da L. V. Kantorovich 
(Doklad. Akad. Nauk SSSR, vol. 115, 1957, pp. 441-444), da 
V. A. Bulaskii (Doklad. Akad. Nauk SSSR, vol. 137, 1961, 
pp. 258-260, trad. ingl. in Sov. Math. Dokl., vol. 2, pp. 250-252), 
e da altri. Per la discussione di problemi particolari si vedano, 
ad esempio, oltre alle esposizioni citate, T. C. Koopmans (Eco- 
nometrica, vol. 17, 1949), G. B. Dantzig ([14], pp. 359-373), 
M. M. Flood (Pacific, Journ. Math., vol. 3, 1953, pp. 369-386), 
W. Prager (J. Math. Phys., vol. 36, 1957, pp. 99-106). 


IL PRINCIPIO DI DUALITÀ E I MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE. 


Ci preme qui di dare soltanto un breve cenno alla base non 
elementare della teoria. Anzitutto occorre ricordare un teorema 
che, nella sua forma più generale, è dovuto ad Herman Weyl 
[22] e che include una proprietà notata essenzialmente da 
Minkowski. 
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Teorema (Minkovski, Weyl): Se C è un cono convesso 
poliedrale in E,, di dimensione » (dunque C è l’insieme di tutte 
. le combinazioni convesse di n semirette uscenti dall’origine 
e corrispondenti ad n vettori indipendenti), allora C è anche 
l'intersezione di un numero finito di semispazi di E,, ciascuno 
contenente almeno n-1 punti linearmente indipendenti di C. 

La dimostrazione corrente di tale teorema non è elementare. 
Una forma analitica spesso usata e di poco più debole è la 
seguente: La relazione b'u=0 vale per tutti i vettori «= 0 
soddisfacenti un sistema di disuguaglianze lineari 4A’ = 0 solo 
e soltanto se © = Ax per qualche x= o. Si veda H. Weyl [22], 
e inoltre D. Gale ([9] e [14], pp. 287-297), M. Gerstenhaber 
([14], pp. 298-316), D. Gale, H. W. Kuhn e A. W. Tucker ([14], 
PP. 317-329). 

Prima di procedere, richiamiamo il significato dei simboli 
qui usati. Per un vettore x = (x1,..., xy) le notazioni x = o, 
x=0, x>0Q significano rispettivamente che %X=0, 4 = 0, 
%j> 0 per ogni j = I, ..., n. Pertanto x= 0, x + o significa che 
Xx = 0 per ogni j e che x;> o per almeno un j. Conseguente- 
mente, se x, y sono due vettori (reali) con lo stesso numero 
di componenti, le notazioni x = y, x=y, x>y, significano 
rispettivamente x — y=0,x — y=0,x— y>o. Se A = [ay] 
è una matrice di tipo (m, n), allora A’ denota la matrice tra- 
sposta di tipo (x, m). Pertanto, se bd = (br, ..., dn), C = (CI, ... ,Cn) 
sono due vettori, allora d'c = dic: + ... + dc, è il solito pro- 
dotto interno. Con queste notazioni il problema (1), (2) si riduce 
a determinare il massimo di 2 = c'x per tutti i vettori x= 0 
tali che Ax=. Le stesse notazioni di cui sopra valgono per 
matrici A, B di qualsiasi tipo (m, n). Pertanto le notazioni 
A'=ior4 = DA: significano rispettivamente che tutti gli 
elementi della matrice A sono = 0, oppure = 0, oppure > 0. 
Consideriamo ora una classe K di vettori y dello stesso tipo. 
Un vettore x si dirà massimale [minimale] in K se x€K e se 
x= y per ogni vettore y€ K [rispettivamente x= y]. Analoga- 
mente, data una classe K di matrici B dello stesso tipo, si dirà 
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che A è massimale in K [minimale] se AE K e se A=>B[A=B] 
per ogni matrice BE K. 

Veniamo ora al concetto di problemi duali del tipo (I), 
(2), e corrispondenti generalizzazioni. Denoteremo con A una 
matrice di tipo (1, n), e con x, v vettori ad m ed n componenti. 
I due problemi (a), (8) seguenti si dicono duali l'uno dell'altro: 


(a) Determinare il massimo di 2 = c'x per tutti i vettori 
x=0 tali che Ax=d. In altre parole, determinare uno sca- 
lare é massimale tale che c'x = è per qualche x= 0 con Ax = d. 


(8) Determinare il'minimo di y = d' per tutti i vettori 
u=0 tali che A'u=c. In altre parole, determinare uno 
scalare ò minimale tale che d'u=ò per qualche u=0 con 
A'u=c. 


TEOREMA DI DUALITÀ: I due problemi (a) e (8) hanno la 
stessa soluzione d, oppure nessuno dei due ha soluzione. (Si 
veda, ad esempio, D. Gale [9], D. Gale, H. W. Kuhn ed A. W. 
Tucker [14], pp. 317-320, A. J. Goldman ed A. W. Tucker 
[15]. pp. 53-98). 

Queste considerazioni possono generalizzarsi come segue. 
Si denotino con A, B, C, D matrici dei tipi (m, n), (m, 9), (d, n), 
(d, g), e con x, y, «, v vettori ad n, g, m, d componenti ciascuno. 
I due problemi seguenti si dicono duali l’uno dell’altro: 


(aa) Determinare una matrice massimale D tale che 
Cx= Dy per qualche x= 0, y> 0 con Ax = By. 





(88) Determinare una matrice minimale D tale che 
B'u= D'v per qualche u= 0, v> 0 con A'u= C'e. 


Ovviamente, se $=g= I, cioè B=b, C=c', allora 
D=ò è uno scalare, e i problemi (aa), (88) si riducono ai pro- 
blemi (a), (8) visti sopra. 

Un teorema di dualità più generale del precedente (D. 
Gale, H. W. Kuhn ed A. W. Tucker [14], pp. 317-329) afferma 
che i due problemi (aa) e (88) hanno la stessa soluzione D, 
oppure nessuno dei due ha soluzione. 
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Limitandoci ai problemi (a), (8), possiamo metterne in 
maggior luce il carattere duale mediante le seguenti conside- 
razioni. I problemi (a) e (8) hanno la stessa funzione Hamilto- 
niana H(x, v) sotto indicata. Di più, le componenti %; del 
vettore u = (wr, ..., vm) sono i moltiplicatori di Lagrange del 
problema (a), e le componenti x; del vettore x = (egg 03; dea) 
sono i moltiplicatori di Lagrange del problema (B). Infatti: 


H(x, = 
= Cir + È 64h + Urbi — Za:;%;) +. + Um(ba — ZAmjX;) = 
= brr +... + Dn + Xi(cr — Zaiz;) +... + Xn(Cn — ZaipUi). 


TEOREMA: Condizione necessaria e sufficiente affinchè 0 
sia ottimale per il problema (a) è che w° sia ottimale per il 


problema duale (8), e allora (x°, u°) è un punto sella per la 
funzione di Hamilton H(x, u) nel senso che 


H(x, u°)= H(x°, u°) = H(x°, u) 


per ogni vettore x = 0 soddisfacente Ax = b, e per ogni vettore 
u= 0 soddisfacente A'u= c, ossia, brevemente, 


Max H(x, u°) = H(x°, u°) = Min H(2°, u), 
x “ 


Inoltre H(x°, 9) è il valore massimo di 2 per il problema 
(a) e il valore minimo di y per il problema (8), cioè 


Zmax H(x9, uo) cain di. 


(Si veda, ad esempio, A. J. Goldman ed A. W. Tucker 
[15]. pp. 53-98). 

La teoria di cui abbiamo dato solo pochissimi cenni, e i 
metodi per la determinazione delle soluzioni ottimali, si esten- 
dono in gran parte a problemi di programmazione non lineare. 
Rimandiamo per queste estensioni alle monografie già citate, 
ad esempio, [2], [4], [12], [21], e ai lavori originali, in partico- 
lare: J. Abraham (Econometrica 29, 1961, pp. 200- 203), E. 
W. Barankin ed R. Dorfman (Univ. of Calif. Publ. in Statist., 


PROBLEMI DI LAGRANGE CON VINCOLI UNILATERALI 95 


vol. 2, 1958, pp. 285-318), M. Frank e P. S. Wolfe (Naval Re- 
search Logist. Quart., vol. 3, 1956, pp. 95-110), H. W. Kuhn 
ed A. W. Tucker, Proc. Second Berkeley Sympos. Math. Statist. 
Probl., Univ. of Calif. Press 1951, pp. 481-492), H. Markowitz 
(Nav. Research Logist. Quart., vol. 3, 1956, pp. 111-133), 
A. W. Tucker, Operations Research, vol. 5, 1957, pp. 244-257), 
P. Wolfe (Econometrica, vol. 27, 1959, pp. 382-398), P. Wolfe 
(Quart. Appl. Math., vol. 19, 1961, pp. 239-244), P. Wolfe 
(Journ. Soc. Industr. Appl. Math., vol. 9, 1961, pp. 481-488). 


B) PROBLEMI DI LAGRANGE DEL CALCOLO 
DELLE VARIAZIONI CON VINCOLI UNILATERALI 


GENERALITÀ. 


Passiamo ora a problemi con vincoli unilaterali in qualche 
modo analoghi ai precedenti, ove gli elementi da determinarsi 
sono funzioni xx(t), ..., %,(t) del tempo #, e ove si tratterà di de- 
terminare il massimo o il minimo di un funzionale I[x(})] 
dipendente dalle stesse funzioni x;(t), cioè dal vettore fun- 
zione. x(t) = [2:(),.-, %alf)]. 

Per quanto riguarda i problemi di carattere economico, 
tecnico, e industriale che effettivamente hanno condotto a 
tali questioni, sarà opportuno usare lo stesso linguaggio ado- 
perato all’inizio della parte (A). Si tratterà allora di determi- 
nare la migliore possibile strategia nell’utilizzazione nel tempo 
di un gruppo di macchine, o di certi mezzi di trasporto, o di 
mano d’opera, o altro. Ad esempio, il problema dell’ottima 
strategia per porre un satellite in orbita con il minimo uso di 
carburante condurrà a questioni di tale natura. 

In generale, si tratterà di minimizzare un «costo» /, 
o di massimizzare un « profitto », dipendente da certe funzioni 


x(t), ..., %p(t), tr=t="t,, ove gli istanti iniziale # e finale #, . 


possono essere fissi o indeterminati. Il costo I potrà essere ad 
esempio il valore finale x(t.) di una delle variabili, o una con- 
veniente combinazione lineare c1%:(t2) + ... + cy%y(t) dei valori 





nre Sag 
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finali di un certo numero di variabili, o più in generale, potrà 
essere una data funzione 


(5) I=Gl, x(t), t2, x(t2)] 


dei valori iniziali e finali delle » variabili x; e dei tempi fr e 
t2. Potrà accadere altresì che il costo / sia un integrale 


(6) o “|, hell x(0), 2'(0)]dt 


dipendente dalle funzioni x;() e dalle loro derivate prime 
nell'intervallo di tempo [t,, #,], e finalmente I potrà essere una 
espressione del tipo 


(@) T= Gite (09, to ll) + fio 0, N. 


I vincoli saranno rappresentati, per esempio, da date condi- 
zioni iniziali e finali, da equazioni in termini finiti o differen- 
ziali da soddisfare ad ogni istante 


(8) Fil, «0)]=0, Gil, x(0, sat, -tpagiagi 
e da disuguaglianze finite o differenziali 
(9) Filt, x@)]}=0, Gilt, x(t), «'@)]=0. 


È ben evidente che le espressioni (5), (6), (7) sono le tipiche 
espressioni dei problemi di Mayer, Lagrange, e Bolza del cal- 
colo delle variazioni, e che tutte le ben note trasformazioni 
con cui ciascuno di tali problemi può essere ridotto agli altri 
due, si potranno ancora utilizzare. Di più, il funzionale 7, o 
ciascuna delle funzioni G;, potrà dipendere da derivate di ordine 
superiore al primo, ma tutte le derivate di ordine superiore 
al primo possono essere eliminate mediante l’introduzione di 
variabili ausiliarie e di nuove equazioni differenziali. Di più, 
persino le derivate del primo ordine che appaiono nell’espres- 
sione di I e nei vincoli unilaterali Gi= 0 possono analogamente 
essere eliminate con l’introduzione di variabili ausiliarie Vi 
e relative nuove equazioni differenziali y; = x. È evidente 
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che ci dovremo servire di tutti questi e altri artifici per ridurre 
un dato problema a qualche problema tipico, per cui la teoria 
è conosciuta. 

Uno di tali problemi è il problema di Pontryagin che viene 
descritto più sotto. Tale problema non è il più generale pos- 
sibile, ma è importante perchè per esso il Pontryagin ha dimo- 
strato il suo «principio di massimo » che verrà enunciato. 
In tale schematizzazione le variabili sono separate in due 
gruppi, certe variabili u = (ur, ..., Un) pensate come rap- 
presentanti la posizione istantanea di un regolatore, e certe 
altre variabili x= (x, ...,%,) pensate come rappresentanti 
la posizione istantanea, o «stato », del sistema fisico o mec- 
canico e perciò meglio assimilabili a coordinate lagrangiane. 
Nella schematizzazione di Pontryagin le coordinate % sono 
le sole che debbono soddisfare vincoli unilaterali, le coordinate 
x possono assumere valori arbitrari. ma debbono soddisfare 
un sistema di altrettante equazioni differenziali del primo 
ordine in forma normale. 

Si noti che se imponiamo alle « di soddisfare disuguaglianze 
lineari 

Gisur +... + dimUm = di, ME 


allora queste relazioni definiscono un poliedro I" dello spazio 
delle v, e tali vincoli unilaterali possono semplicemente essere 
espressi da una relazione di appartenenza v€ I°. Più in generale, 
se imponiamo alle u di soddisfare disuguaglianze del tipo 


Gi(u)= 0, e ed 5 des 


allora queste relazioni definiscono un insieme U dello spazio 
delle « e i vincoli sono rappresentati dalla relazione € U. Come 
ulteriore generalizzazione potremo prendere per U un insieme 
arbitrario e imporre il vincolo u€ U. 

Si noti che se imponessimo alle “ di soddisfare disugua- 
glianze del tipo G;(t,x,u=0, î=1,...,M, allora queste 
relazioni definirebbero un insieme variabile U(f, x) dello spazio 
delle x e i vincoli sarebbero espressi dalla relazione «€ U(t, x) 


7 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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(vincoli unilaterali dipendenti dal tempo e dalle coordinate 
«lagrangiane » x). Finalmente, si potrebbe pensare U (t, x) come 
un insieme variabile arbitrario dello spazio delle «. 


IL PROBLEMA DI PONTRYAGIN. 


Sia 4 la variabile indipendente, #€ E, = [2,, + 0%), e sia 
Uu = (Ur, ...,Um) un vettore variabile rappresentante la posi- 
zione istantanea del regolatore, e i cui valori « debbono ap- 
partenere ad un dato insieme fisso dello spazio E,,, ossia 


(10) ueU . 


Sia x = (xx, ..., %y) un vettore variabile rappresentante la po- 
sizione istantanea del sistema e con valori arbitrari %EE,. Sia 
f(t, x, u) = (f1, .... f,) un vettore funzione di (, x, u) continuo 
rispetto a (f, x, v) nell'insieme Eo x E, x U. Indichiamo con 
K= {u(t)}} la classe delle funzioni vettore %(t) = [ur(t), ..., 
Um(t)]), tt =t=t., aventi le seguenti proprietà: (i) u()€U 
per ogni 1 =t="t.; (iî) v(t). è misurabile in [t1, ta]; il sistema 
di n equazioni differenziali del primo ordine in forma normale 

dx;jdt = fi, Xx; 10% Uz(8), ..., Um(8)], PET 
i=t=ì, 
ossia 


(II) dxfdt = {[t,x,u(})], t=t=t, 


ammette una soluzione x = x(t) = [x:(t), ..., x(t)] a compo- 
nenti x;(?) assolutamente continui in [:, #] soddisfacenti le 
(11) quasi dappertutto, e certe condizioni iniziali e finali 


x(t) = Xio = (Xr1, e) Ent), x(t2) = %20 = (X12, a) 
ossia 
(12) xi(tr) = Xix, %ilta) = 4a, Ure; Me: 


Per il momento assumiamo tr, %ro, %z0 come dati, e &, 
‘ come indeterminato. 
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Ogni vettore funzione «(t) della classe K si dirà una stra- 
tegia, o anche una strategia ammissibile. Il vettore funzione 
x(t) con valori in E, si dirà ‘allora una traiettoria corrispondente 
alla strategia u(t), e i punti x10 e xzo dello spazio E, si diranno 
i punti iniziale e finale della traiettoria. Il punto xo si dirà 
anche il bersaglio. Un punto x20€ E, si dirà accessibile partendo 
dal punto xro al tempo t: e nel tempo t, (0 semplicemente acces- 
sibile) se esiste una strategia u(t) € K, t1 ==", e corrispon- 
dente traiettoria x(t?) tale che x(t) = Xr0, *(t2) = %20. Tenendo 
fissi fr e xro considereremo l’insieme R dei punti xo che sono 
accessibili in un qualsiasi tempo #2 =t; (partendo dal punto 
%ro al tempo #). L’insieme R non è vuoto perchè R contiene xro. 

Assumeremo ora che una funzione scalare folt, x, u) è 
data, anch’essa continua in E, X E, x U, e dobbiamo solo 
richiedere — restringendo la classe K se necessario — che 
folt, x(t), u(t)), tr=t=t., risulti L-integrabile in [#,, #;] per 
ogni u(#) € K e corrispondente traiettoria x(f). Allora l'integrale 
di Lebesgue 


bo 
I[u] -[ folt, x(t), u(t)] di 


si dirà il costo corrispondente alla strategia u(#) € K . 

Il problema di Pontryagin consiste nel determinare, se 
possibile, una strategia ammissibile (i) (cioè w(#) € K) per cui 
I[u] assume il suo minimo valore. 

Il problema ora enunciato può dirsi un problema di La- 
grange con vincoli rappresentati dalle n equazioni differenziali 
(11) in forma normale, dalle condizioni iniziali e finali (12), 
e dai vincoli « unilaterali » (10) nella forma astratta u(#) € U, 
ove U è un dato insieme fisso e arbitrario dello spazio E,,, e 
perciò questi ultimi sono vincoli finiti indipendenti dal tempo # 
e dalla posizione x = x(t) € E, del punto x lungo la traiettoria. 
Ricordiamo che l'insieme U è chiamato talvolta lo spazio dei 
controlli. 

Il problema ora enunciato fu proposto e studiato da L. 
S. Pontryagin [43] e poi discusso ulteriormente dal Pontryagin 
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stesso e dai suoi collaboratori [44] R. V. Gamkrelidze, E. F. 
Mishchenko, V. G. Boltyanskii. Successivamente, un gran 
numero di matematici si sono occupati di questo problema e 
sue generalizzazioni. Citiamo qui ad esempio L. I. Rozonoer, 
N. N. Krasovskii, A. F. Filippov, H. A. Antosiewicz, J. P. 
La Salle, L. Markus, E. B. Lee, E. Roxin. Il problema di Pon- 
tryagin è soltanto un esempio tra i problemi essenzialmente 
di calcolo delle variazioni con vincoli unilaterali che si sono 
presentati in questioni tecniche come si è detto avanti. Tali 
problemi sono indicati di solito come problemi di controllo 
ottimo. La bibliografia al termine di questa esposizione intende 
solo indicare alcuni dei lavori più significativi. Si veda [45] 
per una amplissima bibliografia. 

Il problema di Pontryagin che è stato enunciato avanti 
come un problema del tipo di Lagrange, può essere posto natu- 
ralmente come un problema del tipo di Mayer. Infatti si ponga 


(13) Xo(t) = J folt, x(t), u(t)] dt , 


e si considerino i vettori a n + I componenti % = (%o, X1, ..., 
E AI AA PORTARE LL problema di Pontryagin si esprime 
allora nel modo seguente: Determinare la strategia wu(t) E K 
così che per la soluzione %(?) del sistema differenziale di ordine 
n + 1 in forma normale 


(14) dx/dt = }{t,x,u(0)], 


con condizioni iniziali 


(15) xi(tr) = Wir, Ei xo) ==105 
risulti 
(16) xi(t.) = %ia, 1=1,..,%,  %o(t2) = minimo. 


In questa forma si tratta di un problema del tipo di Mayer 
con vincoli unilaterali u(#)eU (finiti, indipendenti da # ed x). 
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È ben evidente che, se assumiamo fo = 1, allora il costo 
si riduce ad /[u] = ta — t,, con tr; fisso, e perciò il minimo di 
I[w) si riduce al minimo tempo t — #1 richiesto per raggiungere 
un dato punto xo (problema del minimo tempo). Tornando 
al problema generale di Pontryagin, se assumiamo invece # 
fisso, t, > tr, e perciò fr, #2, Xro, X2o Come dati, allora si tratterà 
di uh problema di minimo con estremi fissi. 


IL PRINCIPIO DI MASSIMO. 


Passiamo ora ad enunciare il teorema (principio di massimo) 
dimostrato prima da Pontryagin per il caso lineare e poi da 
Pontryagin insieme ai suoi collaboratori Gamkrelidze e Boltyan- 
skii per il problema dianzi enunciato. 

Denoteremo con $ = (fo, di, ..., Py) un vettore reale va- 
riabile e con H la funzione Hamiltoniana 


(17) H(t,x,u,p) = pofo + di +. + Pala =) difi(t,2, 4). 
) : j=0 


Per ogni t, x, f$ considereremo H come una funzione di u 
soltanto e porremo 


(18) M(t,x,p) = Sup H(t,x,u,pd). 
3 ueU ’ 


Teorema (Pontryagin): Supponiamo che le funzioni 
fi(t, x, u), î= 0, I, ..., n, siano continue con le loro derivate 
parziali prime rispetto a #, xi, ..., %,. Supponiamo che il pro- 
blema di Pontryagin ammetta una strategia ottimale u = u(t), 
tr =t=t,,u(t) € K, e che l’insieme dei valoriu= u(t),tr=#=%, 
sia un sottoinsieme di U con chiusura compatta (in particolare, 
se U è compatto). Allora esiste un sistema di moltiplicatori 
reali assolutamente continui (#) = [dolt), Pil), —... dali) 
tr-=t="t, tali che 


dii AS i di DE ve: 
(19) fi 0H|0pi , nia edi 0H|dx;, î=1) ..,% 








(20) MI, x(t), p(0)] = H{t, (0), u(6), d(0)] , 


(21) bo =0 è una costante, (#) non è mai zero, 
(22) HI, x(0), u(), p(0) = I , DD) @hitr, xe), ua] /2n)de, 


ove le relazioni (19), (20), (22) valgono quasi ovunque in [f1, #3]. 
Se nel problema di Pontryagin consideriamo #, fisso, allora il 
primo e il secondo membro della relazione (22) potranno dif- 
ferire per una costante. Se le funzioni fo, fr, ..., f, non dipen- 
dono esplicitamente dal tempo allora la relazione (22) si riduce 
a H=o se t, come sopra è indeterminato, e a H = costante 
se f, è fisso. 


Le relazioni (19) sono le equazioni canoniche del calcolo 
delle variazioni, e si vede subito che le prime n sono ancora 
le equazioni differenziali date (11). La relazione (20) afferma 
che ad ogni istante la funzione Hamiltoniana assume il suo 
minimo valore in corrispondenza al tempo #, al punto x(t) sulla 
traiettoria e al valore {(t) dei moltiplicatori all’istante #. La 
relazione (20) nonostante la forma, che è nuova, esprime essen- 
zialmente la condizione di Weierstrass. La relazione (22) è 
ben nota nel calcolo delle variazioni quando si usi la funzione 
Hamiltoniana. La seconda delle relazioni (21) è anche ben nota 
nel calcolo delle variazioni. Nei riguardi della prima delle rela- 
zioni (21) sono necessari alcuni commenti. Prima di tutto si 
noti che si potrebbero aggiungere alle (19) due altre relazioni 
corrispondenti al valore î = o dell’indice i. Allora la prima 
delle relazioni (19) con #=0 si ridurrebbe all’introduzione 
della variabile ausiliaria xo(t), come si è fatto avanti mediante 
la (13), e la seconda si ridurrebbe a dpo/dt = 0, dato che H 
non dipende da xo, e pertanto si otterrebbe 5 = costante 
come è appunto affermato dalla prima delle relazioni (21). 
Il segno fo = 0 è una convenzione. Infatti si vede che un vet- 
tore (#) soddisfacente le relazioni (19-22) può essere moltipli- 
cato per una costante positiva arbitraria. D'altra parte, assu- 
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mendo la convenzione opposta fo=0 si dovrebbe soltanto 
definire M come lo infimum di H per EU al posto della (18), e 
allora il teorema di Pontryagin sarebbe enunciato come un 
principio di minimo. La convenzione fatta  nell’enunciato 
sopra riportato (fo =0, M = Sup H, principio di massimo) 
ha lo scopo, in armonia con Pontryagin, di preservare la 
proprietà di massimo di H dell’ultimo teorema della parte A. 
Si noti che per il massimo del funzionale I si debbono fare le 
convenzioni opposte. 

Dal punto di vista teorico, l'interesse del principio, e 
perciò del contributo del Pontryagin, risiede prima di tutto 
nel fatto che — nelle condizioni assunte — le relazioni fonda- 
mentali del calcolo delle variazioni, in forma Hamiltoniana, 
valgono ancora nonostante la presenza dei vincoli unilaterali 
espressi da u€ U (con U indipendente da ? e da x) e tali vincoli 
non appaiono esplicitamente nell’enunciato. 

Per una analisi delle relazioni (19-22) e una dimostrazione 
del principio rimandiamo ai lavori del Pontryagin e collabo- 
ratori, e particolarmente [45]. Si veda anche H. Halkin [30] 
per una elegante e indipendente dimostrazione. Dal punto 
di vista pratico si deve aggiungere che la specifica forma (19-22) 


delle relazioni fondamentali del calcolo delle variazioni permette, 


di individuare molto rapidamente la soluzione ottimale in un 
gran numero di situazioni interessanti. Per numerosi esempi 
si veda la monografia [45]. Di più, nel caso in cui tutte le fun- 
zioni fo, fx, «-., fn sono lineari in (x, v), ulteriori e importanti 


proprietà delle soluzioni ottimali si possono dedurre dal prin- 


cipio di massimo e daremo più sotto alcune di tali proprietà 
che sono dovute al Pontryagin. 

Tuttavia, in generale, e specialmente quando il numero 
delle variabili è grande e il problema non è lineare, le proprietà 
(20-22) non semplificano il problema difficilissimo dell’inte- 
grazione delle equazioni canoniche (cioè in ultima analisi delle 
equazioni di Eulero se queste sono non lineari e con condi- 
zioni ad entrambi gli estremi). 
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Il principio di Pontryagin, nonostante la sua generalità 
e il suo interesse, è poi soltanto una condizione necessaria per 
una strategia ottimale. Come si è detto, il principio afferma 
soltanto che una strategia ottimale deve soddisfare — con 
convenienti notazioni e terminologia — le condizioni necessarie 
del calcolo delle variazioni. Condizioni sufficienti sono state 
date da Boltyanskii, ed esse pure sono estensioni delle condi- 
zioni sufficienti dei problemi usuali di calcolo delle variazioni 
(Bolza). Naturalmente, tali condizioni sono di qualche aiuto 
ancora più raramente che nel caso classico, a causa delle ben note 
difficoltà di verificarne le ipotesi (costruzione di campi, determi- 
nazione di fuochi). 

Nè il principio, nè le condizioni sufficienti assicurano prima 
di tutto se il punto, o stato, x20 è accessibile dal punto, o stato, 
Xro, Cioè se esistono strategie ammissibili, o in altre parole, 
se si può regolare, o guidare, il sistema partèndo dallo stato 
Xro così da condurlo allo stato x20. Questo problema prende 
il nome di problema della controllabilità. Ricorderemo più 
sotto un teorema di controllabilità per il caso lineare dovuto 
a Pontryagin. Rimandiamo, per ricerche sul problema della 
controllabilità, ai lavori di H. A. Antosiewicz [23], H. Halkin [30], 
e L. Markus ed E. B. Lee [38]. Finalmente, ammesso che esistano 
strategie ammissibili, non si sa se tra queste ve ne è almeno 
una che è ottimale, cioè per cui il costo / assume un valore 
minimo. Questo problema prende il nome di problema del- 
l'esistenza di una soluzione ottimale. Ricorderemo più sotto 
il teorema esistenziale di A. F. Filippov, con le relative varianti 
di L. Markus ed E. B. Lee e di E. Roxin, e un ulteriore teorema 
esistenziale dell’autore. 

La dimostrazione del principio di massimo nelle condi- 
zioni assai generali dell’enunciato richiede grande cura. Ad 
esempio, si pensi che le ;() sono assuntè soltanto misurabili 
e le x;(t) soltanto assolutamente continue. Abbiamo già riman- 
dato per una dimostrazione — in tali condizioni — alla mono- 
grafia [45]. Se si considera che la dimostrazione delle equazioni 
di Eulero, già in problemi liberi del calcolo delle variazioni 
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(si veda ad esempio [48], II, p. 321, e [49]), richiede grandi 
cure e non può essere fatta senza l’uso di qualche condizione 
restrittiva, ci si può domandare quali condizioni hanno per- 
messo al Pontryagin e ai suoi collaboratori di condurre la dimo- 
strazione. È facile convincersi che è la condizione di compat- 
tezza contenuta nell’enunciato, quella che permette di condurre 
la dimostrazione senza altre ipotesi. D'altra parte, i teoremi 
di esistenza assicurano soltanto la misurabilità delle w;(t) e 
l'assoluta continuità delle x,(?), e pertanto si vede l’interesse 
per la teoria di dimostrare il principio nella generalità con cui 
esso è stato appunto dimostrato dal Pontryagin e collaboratori 
e come lo si è enunciato sopra. Nella difficile dimostrazione del 
Pontryagin e collaboratori è tra l’altro adoperata una osserva- 
zione del McShane [39]. 

Se, come nel calcolo delle variazioni classico, si assume 
che le funzioni fi sono di classe C?, che la strategia ottimale 
esiste ed è definita da funzioni w;(t) continue con derivate 
prime continue e derivate seconde continue a tratti, che i 
vincoli unilaterali fissi ueU sono sostituiti da vincoli — che 
ora possono dipendere dal tempo e dallo spazio — della forma 
Gi(t,.x,u)=0, î=1I,..., M, allora, sotto ulteriori condizioni 
di regolarità, L. D. Berkovitz ha dimostrato che il problema 
di Pontryagin può ricondursi ad un problema di Lagrange 
ordinario senza vincoli unilaterali, e il principio di minimo alle 
solite condizioni necessarie del calcolo delle variazioni. A tale 
scopo si applica una ben nota osservazione di F. A. Valentine 
{si veda: F. A. Valentine, The problem of Lagrange with dif- 
ferential inequalities, Contributions to the calculus of variations 
1933-1937, pp. 407-448, Univ. of Chicago 1937; L. D. Berkovitz, 
Variational methods in problems of control and programming, 
Journ. Math. Anal. Appl., vol. 3, 1961, pp. 145-160). Infatti, 
introducendo M funzioni ausiliarie v;(t), î = 1, ..., M, le disu- 
guaglianze Gi;(t, x, u)=0 possono essere sostituite dalle M 
equazioni differenziali ausiliarie 


Gi(t, x, u) — (dv;/dt)? = 0, iaeeMo, 
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in analogia con quanto si fa nel caso finito. Si è visto ad esempio, 
per tale via, come la formulazione del principio di massimo si 
modifica quando si assuma che i vincoli dipendono dal tempo 
e dallo spazio. Le condizioni di regolarità che sono state assunte 
dal Berkowitz per questa riduzione ad un problema di Lagrange 
ordinario, sono estremamente restrittive e sono infatti violate 
già in casi molto elementari. Tuttavia, dal punto di vista pra- 
tico, è attraverso a tale artificio, o altri analoghi, che alcuni 
problemi della tecnica con vincoli unilaterali vengono ricon- 
dotti allo schema usuale dei problemi di Bolza del calcolo delle 
variazioni, e praticamente risolti. 


IL CASO LINEARE. 


Nel caso lineare, cioè fo, fi, ..., fn tutte lineari in (x, 4), 
è possibile precisare ulteriormente il principio di massimo con 
proprietà dei moltiplicatori $;(t) e delle soluzioni Kit), v;(t), 
che furono il punto di partenza del Pontryagin, essendo le 
naturali estensioni di proprietà valide nel caso finito e lineare. 
Enunciamo qui sotto alcune delle proprietà dimostrate dal Pont- 
ryagin [43] per il caso lineare. Ci limitiamo qui al caso lineare 
autonomo e al problema del minimo tempo. Pertanto 


n Mm 
(ea (Eer= pa AijXj + 34 bisus, RIENZO 
q=I 


e perciò 
f= (fn... {n'= Ax + Bu, 


ove A, B sono due matrici costanti dei tipi (x, n) ed (n, m) 
rispettivamente. Le equazioni canoniche (19) si riducono allora 
alle equazioni lineari a coefficienti costanti 


(23) daldi= Ax, dpllt=— A, 


ove A’ è la matrice trasposta di A. Questi due sistemi lineari ed 
omogenei sono l’uno l’aggiunto dell’altro. 
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Supporremo con Pontryagin [43] che U sia un poliedro 
compatto e fisso dello spazio E, e avremo bisogno, nelle poche 
righe seguenti, dell'una o l’altra delle due ipotesi: 


(/4:) Ogni vettore non nullo w€ E,, che appartiene ad un 
qualche spigolo del poliedro compatto U è trasformato dalla 
matrice B in un vettore Bw€E, che non appartiene ad alcun 
sottospazio invariante R di A in E, (in altre parole, gli n vet- 
tori Bw, ABw, A?Bw, ..., A”-1Bw sono lineàrmente indipendenti 
mb, 


(42) L'origine o di E, è un punto interno del poliedro 
compatto U. 


I tre teoremi seguenti possono essere dedotti dal principio 
di massimo: 


Teorema (Pontryagin): Nelle ipotesi di linearità dette 
sopra e (4:), ogni soluzione x(t), #(?) delle equazioni canoniche 
(23) determina univocamente la funzione di controllo u(f), e 


questa è un vettore funzione costante a tratti e i suoi valori 
u(t) sono vertici del poliedro compatto U. 


Teorema (Pontryagin): Nelle ipotesi di linearità dette 
sopra e\(7:), ogni soluzione ottimale è unica. 


Teorema (Pontryagin): Nelle ipotesi di linearità dette 
sopra e (4.), se gli autovalori di A hanno tutti parte reale nega- 
tiva, l'origine. x20 = 0 di En è accessibile da qualsiasi punto 
%ro di En ed esiste una corrispondente soluzione ottimale per 
il problema del minimo tempo. 


TEOREMI ESISTENZIALI. 


Il metodo diretto del calcolo delle variazioni ha permesso 
di dimostrare un numero di teoremi esistenziali per il problema 
dei controlli ottimi, il primo dei quali in ordine di tempo fu 
dimostrato dallo stesso Pontryagin nel caso lineare ove tutte 
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le fi(t, x, ), î = 0, I,...,n, sono funzioni lineari di (x, u). In 
tale teorema Pontryagin assumeva che l’insieme U fosse un 
poliedro /" convesso fisso e compatto di E,,. Si noti che, in tale 
situazione, e per ogni (t, x), il vettore funzione lineare di U, 
Î= Î(t, %, ) = (fo. fx, «... fn) trasforma U in un altro poliedro 
convesso e compatto Vit, A Î(t, x, U) dello spazio E,, e 
naturalmente Ut, x) potrà dipendere da # ed x. Successiva- 
mente, A. F. Filippov [27] ha esteso tale teorema al caso gene- 
rale, ove le funzioni fi(t,x,u), î=0, I,..., n, sono soltanto 
continue in (t, x, «). Di più il Filippov assume che U = U(t, x) 
è un sottoinsieme compatto di E,, che può dipendere da # 
ed x, e che V(t, x) = {[t, x, U(t, x)] è un sottoinsieme convesso 
(e necessariamente compatto) di E, per ogni £ e per ogni x. 
L'insieme variabile U(t, x) è supposto allora una funzione semi- 
continua inferiormente di (f, x). Precisamente, si assume che 
per ogni ({, x) ed ogni e> o esista un d> o tale che per ogni 
(#, x) con ll —t|<6, |lx' — x||<ésiabbia U(t,x') C[U(t, x)]e, 
l’ultima espressione essendo l’intorno di raggio e di U(t, x), 
in E,. Il teorema esistenziale di Pontryagin è pertanto con- 
tenuto in quello di A. F. Filippov che verrà enunciato qui sotto. 

Poco dopo Filippov, ma indipendentemente, L. Markus 
ed E. B. Lee, ed E. Roxin ritrovarono il teorema di Filippov 
in forme analoghe. Enunceremo più sotto le loro varianti. 


Teorema di esistenza I (Filippov [27]): Siano fi(t, x, v), 
t = 0,I,..., n, funzioni continue di (t, x, u) pert€E, = ti, + 0), 
x€EEn, uE€ U(t,%) C Em, sia U(t, x) un sottoinsieme compatto 
di E,, per ogni (t, x) € Eo X E,,, è sia U(t, x) una funzione semi- 
continua di (t, x). Si indichi con Î(t, x, u) il vettore Î= (fo, 
fr, .... fn). Si assuma: (a)x:ft +... + %nfn= C||x||? per ogni 
(, x) € Eo X En, ue Ult, 2); (8)fo(t, x, u)=m>o per qualche 
costante m > o e ogni (f, x) EE x E,, u€U(t, %) ; (?) per ogni 
(1, x) CEE x En l'insieme Vit, x)= fit, x, U(t, x)] è un sottoin- 
sieme convesso di E,,:. Siano t# un tempo fisso, e Xro, X20 
punti fissi di E,, x.o accessibile da xio partendo al tempo tr. 
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Allora esiste una strategia ottimale u(t),tr={=t2,t:<+ %, 
cioè tale che, se x(t) è la corrispondente traiettoria in E,, 


x(t) = %r0, x(t2) nd X5 ti, Mio: N20 SISSI, tr=l< +9, 
u\t) misurabile, x(#) assolutamente continuo in [f,, t], 


dx;ldt = fi(t, (6), u()],i=1,...,n,u() CU, x()), te =t=4, 


I = I “hl x(t), u(t)]dt = minimo. 


Un analogo enunciato vale nel caso in cui anche #, è fisso. 

Nel lavoro di L. Markus ed E. B. Lee [38] si assume che 
l'insieme U è fisso e compatto, l’insieme V(t,2) = Î(t, x, U) 
è convesso, ma il bersaglio x.0 è sostituito da un insieme chiuso 
B(t) qualsiasi, e B(#) può variare col tempo. In tal caso, B(?) 
è supposto chiuso per ogni #, e funzione continua di £ per £ 
variabile in un intervallo [t,, 7], T < + co. Con B(t) funzione 
continua di # in [t,, 7] si intende che, dato £>0, esiste un 
ò>o tale che, per ogni t,t'€[t,, T] con [f—#]<ò, risulta 
B(t) c [B(i)]., B(t) c [B(#)].. Questa variante si può includere 
in un enunciato di poco più generale del teorema di Filippov, 
assumendo che #1, xo siano ancora fissi, che B(t) sia un insieme 
compatto dipendente da # e continuo rispetto a #, e che B(t) 
sia accessibile da x;o partendo da xro al tempo tr. Allora esiste 
una strategia ottimale u(t), cioè tale che, se x(#) è la corrispon- 
dente traiettoria, risulta 


x(t) = ro , x(t2) È B(t.) ’ bi; Xro fissi, tr = a < + 0 ’ 


le rimanenti relazioni essendo come in (24). 

Nel lavoro di E. Roxin [47] si assume di nuovo che l’in- 
sieme U è fisso e compatto, l’insieme Dt, ve Î(t, VA OBTCa 
convesso, e il bersaglio è un punto fisso, ma si assume che le 
funzioni fi(t, x, u), î= 0, I,..., n, sono continue in (x, u), mi- 
surabili in #, e ammettono una maggiorante che è integrabile 
secondo Lebesgue. Anche questa variante si può includere 


nell'unico enunciato di poco più generale del teorema di Filippov 
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indicato sopra, assumendo che le funzioni filare), ti 0,1,14 
n, siano continue in (t, x), misurabili in #, e che esista una fun- 
zione (8), tr =t, L-integrabile in ogni intervallo finito, tale che 
fo +... + xwfn= |lx]| n(), per ogni (t, 4,4) €E, x E, x U(t,2). 

La condizione (8)fo(t, x, vu = m> 0 ha il solo scopo di garan- 
tire che il costo diventa maggiore di qualsiasi numero asse- 
gnato al crescere di #, così che per la determinazione del minimo 
costo ci si può limitare alla considerazione delle sole Strategie 
ult), tr =t=t,, cont. =T per qualche 7 abbastanza grande. 
Pertanto la condizione (8) può essere soppressa, se ci si limita 
alla considerazione delle strategie con t1 =#=T, e si cerca 
il minimo costo rispetto alle strategie che soddisfano tale con- 
dizione. La condizione (8) è certamente soddisfatta nel problema 
del minimo tempo ove si ha fp = 1. 

La condizione (a) del teorema di Filippov e relative va- 
rianti ha il solo scopo di garantire che le traiettorie uscenti 
dal punto iniziale xo al tempo è, rimangono in parti compatte 
dello spazio E, per # variabile in intervalli finiti e perciò le 
equazioni differenziali (11) non hanno tempi di fuga finiti. 
La condizione (a) pertanto può essere eliminata, se ci si limita 
alla considerazione di strategie con #1 =#=T, esi sa che le 
corrispondenti traiettorie rimangono in una parte compatta 
di E,. La condizione (a) è certamente soddisfatta se Ifi(t, x, «)| = 
= A + B ||x]] per ogni (#, x) EE Xx E,,u€ U(t, x), e opportune 
costanti 4, B. In armonia con E. Roxin, tale condizione può 
essere sostituita con |f;(t, x, )|] = (A + B lla])7(),6=1,..., n, 
ove n(t),t=t,, è una data funzione, non negativa e misura- 
bile, che è integrabile secondo Lebesgue in ogni intervallo 
finito. 

Nelle dimostrazioni di A. F. Filippov, L. Markus ed E. B. 
Lee, e di E. Roxin si fa uso del concetto di convergenza» debole 
e della proprietà di compattezza debole della sfera unità in 
uno spazio di Hilbert o di Banach. Tuttavia, è facile vedere 


t 
che, introducendo le variabili ausiliarie y;(6) = i uj(t)dt, le 
o 


stesse dimostrazioni. possono ripetersi facendo uso soltanto 
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della topologia uniforme sulle x;() e sulle y;(#) e del teorema 
di Ascoli. Le condizioni del teorema e relative varianti assi- 
curano allora che per ogni successione minimizzante le cor- 
rispondenti funzioni x;(f) e y;(#) sono equicontinue e equili- 
‘ mitate, e quindi si può estrarre dalla successione minimiz- 
zante una sottosuccessione che è convergente nella topologia 
uniforme. 

È dovuta ad E. Roxin l’osservazione che gli stessi ragiona- 
menti effettivamente dimostrano che l'insieme W. di tutti i 
punti (%o, X1, ..., Xn) t2), tr =t2=T, che sono «accessibili » da 
(0, X11, ..., Xnr, tr) nel corrispondente spazio-tempo En, è com- 
patto. Naturalmente, se x20 = (%12, ..., Xn2) è un punto accessi- 
bile dello spazio E, delle (x:,..., xn) partendo da xr0 = (%1, 
..., Xn) al tempo t; ed in un tempo #. = 7, allora x20 è contenuto 
nella proiezione W, di W su E,. D'altra parte, l’insieme di tutti 
i punti di W in E,,;2 Con %x = %i2.;...; Xn = %nz è l'intersezione 
dell'insieme compatto W con un sottoinsieme lineare di E,,., 
e pertanto è ancora compatto, e quindi contiene un elemento 
con X%o = I[u] = minimo. L'esistenza del minimo di I[u] è 
quindi una conseguenza della compattezza dell'insieme W. 

La condizione (y) del teorema di Filippov e relative va- 
rianti è adoperata per dimostrare che gli elementi di accumula- 
zione della successione minimizzante soddisfano ancora le 
equazioni differenziali (11) del problema. Esempi di L. Markus 
ed E. B. Lee, e di E. Roxin, mostrano che questa conclusione 
— e l’esistenza del minimo — possono venire a mancare quando 
la ipotesi (7) non è soddisfatta. Gli stessi esempi, e altri, pro- 
vano che il minimo può mancare persino se si sostituisce (7) 
con la condizione (yo) che folt, x, u) sia convessa, o addirittura 
che tutte le n + 1 funzioni, f;(t, x, v), gt =0, I, ..., n, siano 
convesse in u per vEU(t, x), e per ogni (t, x) € Eo X E, [26. 

Denoteremo come sempre con } ed } i vettori f= (fori 
(20! É Ce È opportuno confrontare la condizione 
(7) con una condizione alquanto più debole che denoteremo 
con (y): l'insieme V(t, x) = /[t, x, U(t, x)] è un sottoinsieme 
convesso di E, per ogni (t, x). Ovviamente (7) implica (y) es- 
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sendo V la proiezione su E, dell'insieme D di Ensyx-: Per vedere 
che (y) è alquanto più debole di (7) si noti che, ad esempio 
per n =1 ed U connesso, l’insieme V è un segmento di E, 
e pertanto (y) è sempre soddisfatta, mentre V è un sottoin- 
sieme proprio di E. e (7) può mon essere soddisfatta. Ad esempio, 
se U è esso stesso un segmento ed fo, f: sono di classe C® almeno 
in «, allora (}) è soddisfatta se e soltanto se V è ancora un 
segmento, ossia se e soltanto se Af, + Bf1 +C=0 per ogni 
uEU, ove A, B, C sono indipendenti da w (U, e così A, B, C, 
possono dipendere da #, x). Esempi mostrano che la condizione 
(7) del teorema di Filippov non può essere sostituita dalla 
condizione più debole (y), e neppure dalla condizione (2) + (vo) 
[26]. Tuttavia la condizione (7) può essere sostituita dalla 
condizione (7) + (yo) se in aggiunta si assume che la conves- 
sità di fo sia ovunque « più forte » della convessità di f nel senso 
che verrà espresso dal teorema di esistenza II che enunciamo 
più sotto. Allo scopo, dobbiamo introdurre convenienti nota- 
zioni ed ipotesi, secondo la ben nota tecnica dei piani d’ap- 
poggio di un corpo convesso. 

Denoteremo come sempre con Ep l'insieme di tutti i numeri 
reali con#= t;, con U(t, x), (t,x)€ E; x E,,, un sottoinsieme va- 
riabile di E,,, e per ogni (t,x) € Eo Xx E, denoteremo con U (620) 
l'involucro convesso di U(t, x). Denoteremo con M SINO 
l'insieme di tutti i (t, x, u) con #EEg, XEE,, ueU(t, x), e con 
M* © Ensmyx l'analogo insieme con ue U *(t, x). Supporremo ora 
che le funzioni fi(t,x,u), t= 0, I,..., n, sono definite nell’in- 
sieme M* più ampio di M e ivi continue. In altre parole, am- 
mettiamo che le funzioni f; abbiano un’estensione continua 
su M*. Tuttavia, seguiteremo ad esigere che le strategie am- 
missibili «(#) abbiano i loro valori in U(t, x) per ogni (t, x) e 
perciò, se x(t) è la relativa traiettoria, si abbia [t, x(t), u(6)) € M 
per ogni f. Denoteremo al solito con f ed fi vettori:/(t, x, «) = 
nta (t, %, U) = (fo, fu «-. fn), (t, x, u) € M*. Nel teorema II 
avremo bisogno delle seguenti ipotesi. 

Ipotesi (C) : (C:) Le funzioni {;(t, x, U),t=0,I,..., 7, sono 
continue in M*; (C.) Per ogni (t, x) € E, x E, l'insieme U(t, x) 
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è un sottoinsieme compatto di E,,, e U(t, x) è una funzione 
semicontinua di (t, x) in Eo X E; (C3) Per ogni (t, x) EE x E, 
l'insieme V(t, x) = {[t, x, U(t, x)] è un sottoinsieme convesso 
(e necessariamente compatto) di E,;(C,) Valgono le ipotesi 
(a) e (8) del Teorema I. 

Ipotesi (A): Esiste una funzione non negativa e misura- 
bile C = C(t, x, ), (t, x, u) € M*, avente la seguente proprietà: 
Per ogni (fo, %o, vo) € M* ed e > o esiste un numero d> 0, d = 
= b(t0, Xo, Uo, €), e una funzione lineare 2 = 2(u) = 7 + db'u, 
UEEm (x scalare, DE Em, 1 = #(f0, M0, Uo, €); d= bllor %o, Uo, €) 
tali che, per ogni (f, x, u)eM* con [t— to] <ò, |lx — xo||<ò 
risulti fo(t, x, u) = 2(u) + C ||u — wo ||}, € = C(to, Xo, Uo), e per 
ogni (f, x, u)€M* con |t— to|<ò, [lx — xo||<d; [lu — voll 
< ò risulti anche fo(t, x, u) = 2z(u) + e. 

Ipotesi (B): Esiste una funzione non negativa, misurabile 
e localmente limitata D(t, x, u), (t, x, u) € M*, avente la seguente 
proprietà: per ogni (fo, Xo, vo) €EM* ed e> o esiste un numero 
dò > 0, d = Ò(f0, Yo, Uo, €) e un vettore funzione lineare Z(u) = 
= R+ Bu, uEEm, ZEEn, con R, B matrici dei tipi (n, 1), 
(n, m) rispettivamente, R = R(t0, Xo, Uo, €), B = B(to, o, Uo, €), 
tali che per ogni (tf, x, u)€ M* con |t— t|<ò, [lx — xo] <ò, 
ueU*(t, x), risulti ||f(t, x, ) — Z(u) || =D]||u— wvol|}+8,D= 
= D(fos.%o, Uo, €). 

Ipotesi (L): Esistono due funzioni L(#, x, v), Alt, x, v), 
(t, x,u)€M*, entrambe non negative e misurabili, con even- 
tuali punti di infinito le cui coordinate # coprono al più un 
insieme di misura zero in E, aventi le seguenti proprietà: 
(Lx) fot, x, u) — fo(t, x, uo)| =L(t, x, uo)||lu —o|| per ogni (8, 
x)€ Eo X En e per ogni due u, u€ U*(t, x); (L.) per ogni (t, x) € 
E X En, per ogni tre vettori 20, 2, %o con 


dog EVA) = x Ut); uo Ut) 20 (6%, 0), 
allora per ogni vettore uEU*(t, x) con z= f(t,x,u), ||u— 
— %o|| = minimo, risulta ||u — vol] = Alt, x, vo)||z — zoll - 


, La condizione (A) è certamente verificata se per ogni 
(t, x)EEo X En la funzione fo(t, x, u) della sola v coincide con 


8 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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una funzione di classe C2 in u = (1, ..., Um) e se la forma qua- 
dratica nelle variabili reali é;,..., É, verifica la relazione 


Zurfonk(t, x, WEnEk= C(t, x, u) (8 +... + £2) 


per ogni £ = (£,,..., &,)CE, e ove fonk = 02fo/0uxdurx . 

La condizione (B) è certamente verificata se, per ogni 
(t, x) EEo Xx E, le funzioni fi(t,x,u), i= I,..., n, coincidono 
in U* con funzioni di classe C2 in u = (Ur, ..., Um), € Se risulta 


DD finelt, x, Ex |= Dt, x, ) (E +... + 87) 


per ogni éÉ= (£1,, ..., e 

La condizione (L), ovviamente, non richiede la condizione 
di monotoneità di f nel vettore «, condizione che sarebbe impos- 
sibile da verificare ad esempio se n < m. Tuttavia, pern=m, 
la condizione (L) è certamente verificata se f è monotona in 
u e di più se 

[lu — wol1 =Af%, x, uo) 1I{(t,x, 4) — f(t, x, uo)1] 

per ogni (t, x)€EEo x En e per ogni due vettori x, 10€ Une 


Teorema di esistenza II (Cesari [26]): Nelle condizioni 
(C), (A), (B), (LZ) con 


Alt, x, u)L(t, x, u)D(t, x, u=C(t,%,u), (t,x, ueM*, 


dove il segno = vale al più per punti (t,x,u)\€M* i cui valori 
t formano un insieme di misura nulla in E, se il punto x,0€E, 
è accessibile da xro partendo al tempo tr, allora esiste una stra- 
tegia ottimale u(f), tt =t#=#., cioè soddisfacente le stesse 
relazioni (24) del teorema di Filippov. 


La dimostrazione del Teorema II è basata sul concetto 
di semicontinuità dell’integrale I rispetto al vettore delle 
xi(t) e delle y;(t) nella topologia uniforme, e perciò nell’ordine 
di idee del metodo diretto del Tonelli. Così pure le condizioni 
(A) e (B) sono scritte secondo la tecnica dei piani di appoggio 
di un corpo convesso, spesso usata in connessione col metodo 
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di Tonelli. D'altra parte, condizioni dei tipi (y) e (7) non sono 
state usate precedentemente in connessione con questo metodo. 
Rimandiamo al lavoro [26] sia per la dimostrazione del teorema 
II, che ha richiesto un nuovo tipo di ragionamento, sia per 
esempi, e per una analisi delle condizioni (A), (B), (C), (L). 

Per precedenti ricerche su problemi di Lagrange, Mayer 
e Bolza del calcolo delle variazioni nell’indirizzo di Tonelli 
dobbiamo qui rimandare ai lavori originali; e particolarmente 
ai lavori di B. Manià [42] L. Graves [29], Tonelli [50] ed E. 
Magenes [41]. Si noti che il Graves già nel 1936 ([29], p. 466) 
fa notare che i risultati del suo lavoro valgono anche se si ri- 
chiede che le variabili soddisfino a certi tipi di disuguaglianze 
finite o differenziali, cioè, in presenza di vincoli unilaterali. 
Finalmente, si deve notare che il Tonelli stesso negli ultimi 
suoi lavori [51] scritti intorno al 1940 ha studiato vari tipi di 
problemi di calcolo delle variazioni che sono tutti problemi 
singolari e con vincoli unilaterali. 

È chiaro da tutto quanto precede che i problemi di con- 
trollo ottimo debbono essere inquadrati nell’ambito delle teorie 
moderne del calcolo delle variazioni. 

Il Gamkrelidze ha proposto recentemente una notevole 
estensione della classe K delle strategie ammissibili. L’esten- 
sione proposta dal Gamkrelidze corrisponde alle strategie che 
questo autore chiama «soluzioni scorrevoli ». Tale estensione 
è parallela a quella delle soluzioni « generalizzate » nel senso di 
L. C. Young. Rimandiamo qui ai lavori di R. V. Gamkrelidze 
[28], A. Turowicz [52], e ai lavori di E. J. McShane [40] che 
studiò i problemi di Bolza, Lagrange e Mayer nell’ordine di 
idee di L. C. Young. 

Rimandiamo ai lavori originali e in particolare alla mono- 
grafia [45] per una varietà di ulteriori problemi che non pos- 
sono trovar luogo nell’ambito della presente breve esposizione: 
problemi singolari, problemi in cui le coordinate spaziali x;(t) 
debbono soddisfare vincoli unilaterali (R. V. Gamkrelidze), 
problemi in presenza di variabili casuali (N. N. Krasovskii), 
problemi stocastici (E. F. Mishchenko). La stessa monografia 
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[45] contiene un’amplissima bibliografia. Ulteriori riferimenti 
sono dati nella raccolta di G. Leitmann [37]. Finalmente accen- 
niamo qui che un punto di vista alquanto diverso è stato pro- 
posto da R. Bellman [25] in problemi di ottimizzazione del 
calcolo delle variazioni o di carattere stocastico. 


BIBLIOGRAFIA 


PROBLEMI DI PROGRAMMAZIONE: 


[1] AntosIEwIcz H. A. (ed.), Proceedings Symposium Linear Program- 

ming, Washington, D. C., 1955, « Maton. Bureau Standards », 2 voll. 

Arrow K. J., L. Hurwitz e H. UzawaA (ed.), Studies in linear and 

nonlinear programming, «Stanford Univ. Math. Studies in the 

Social Sciences », vol. 2, Stanford 1958, vii + 229. 

[3] BANBURRY J. e J. MAIFFLAND (ed.), Proceedings of the Sec. Intern. 

Conference on operational research, « Aix en ‘Provence 1960 », 

J. Wiley, New York, 1961, xx+810. 

[4] BaumoL W. J., Economic Theory and operations analysis, Prentice 

Hall 1961, xx+810 pp. 

[5] BuRGER E., Einfùhrung in die Theorie der Spiele, mit Anwendungs- 

beispielen, insbesondere aus Wirtschaftslehre und Soziologie, « W. 

de Gruiter », Berlin 1959, 169 pp. 

[6] Bussi C., Considerazioni sulle applicazioni del metodo della program- 
mazione lineare. « Atti Accad. Scienze Torino », vol. 94, 1959-60, 
PP. 202-210. 

[7] DANTZIG G. B., Programming of interdipendent activities, « Econo- 


[2] 


N 





metrica », vol. 17, 1949, pp. 200-211. Ristampato con varianti 
in [14], pp. 19-32. ; 
[8] DantzIG G. B., Maximization of a linear function of variables subject 
to linear inequalities », [14], pp. 339-347. 
[o] GaLE D., The theory of linear economic models, « McGraw HIll », 
New York 1960, xxi+330 pp. 
[ro] KAanTOROVICH L. V., Economic calculation of the best use of resources, 
«Izdat Akad. Nauk Mosk. », 1959, 344 pp. 
[11] KantoROoviIcH L. V., Mathematical methods of organizing and plan- 
ning production. « Management Sci. », vol. 6, 1959-60, pp. 366-422. 
[12] KARLIN S., Mathematical methods and theory of games, programming, 
and economics, voll. I e II, Addison Wesley 1959, x-+433, xi4-386 PP. 
[13] LEONTIEF W. W., Die Wirischaft als Kreislauf, « Archiv fur Sozial- 
wissenschaft und Sozialpolitik », vol. 60, 1928. 











PROBLEMI DI LAGRANGE CON VINCOLI UNILATERALI BIL 


[14] Koopmans T. C. (ed.), Activity Analysis of production and allocation 
(Cowles Commission Monograph No. 13), «J. Wiley », New York 
1951, xiv-+404 pp. Gatti 

[15] KuHN H. W. e A. W. TUCKER (ed.), Linear inequalities and related 

systems. « Annals of Math. Studies No. 38», Princeton 1936, 

xxi-+322 pp. 

[16] Kuun H. W. e A. W. TucKeER (ed.), Contributions to the theory of 

games, « Annals of Math. Studies No. 24, 28, 39, 40 », Princeton 

1950-59. 

[17] Nemcinov V. S. (ed.), Applications of mathematics in economie 

investigations, « Isdat. Soc. Lit. Mosk. », 1959, 486 pp. 

[18] J. von NEUMANN, Zur Theorie der Gesellschaftsspiele, « Math. 
Annalen », vol. 100, 1928, pp. 295-320. 

[19] J. von NEUMANN, Uber cin bhonomisches Gleichungssystem und cine 
Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes, « Ergebn. eines 
Math. Koll. Vienna » (ed. K. Menger), vol. 8, 1937, pp. 73-83. Trad. 
inglese in « Rev. Econ. Studies », vol. 13, 1945-46, pp. 1-9. 

[20] Ricosa S., Programmazione lineare. Serie di Statistica: Teoria ed 
Applicazioni. « Paolo Boringhieri », Torino 1961, ii+113 pp. 

[21] Vajpa S., Mathematical programming, « Addison Wesley 1961 », 
ix + 310 pp. 

[22] WeyL H., Elementare Theorie der honvexen Polyeder. « Commentar. 

Math. Helvetici », vol. 7, 1934-35, pp. 290-306. Trad. inglese in 

[16], pp. 3-18. 





PROBLEMI DI CONTROLLO OTTIMO: 


[23] Antosrewicz H. A., Linear control systems, « Archive Rat. Mech. 
Anal. », vol. 12, 1963, pp. 313-324. 

[24] BREAKWELL J. V., The optimization of trajectories, « Journ. Soc. 
Industr. Appl. Math. », vol. 7, 1959, pp. 215-247. 

[25] BELLMAN R., Dynamic programming, « Princeton Univ. Press », 
1957; XXV+-342 pp. ; 

[26] Cesari L. (a) Semicontinuità e convessità nel calcolo delle variazioni; 
(b) Un teorema di esistenza in problemi di controllo ottimo, « Annali 
Scuola Normale Sup. Pisa », In corso di stampa. 

[27] FiLippov A. F., Su' alcuni problemi di controllo ottimo (in russo). 
«Vest. Mosk. Univ. », vol. 2, 1959, pp. 25-32. 

[28] GamKRELIDZE R. V., Stati scorrevoli ottimi (in russo). « Doklady 
Akad. Nauk SSSR », vol. 143, 1962, pp. 1243-1245. 

[29] Graves L. M.; The existence of an extremum in problems of Mayer. 
«Trans. Amer. Math. Soc. », vol. 39, 1936, pp. 456-471. 


SETE AO REC 





TOT PES NI 


118 


[30] 


[31] 


[32] 


[33] 


[34] 


[35] 


[36] 
[37] 
[38] 
[39] 


[40] 


[41] 





[42] 


[43] 


[44] 





LAMBERTO CESARI 


HALKIN H., Liapunov's theovem on the vange of a vector measure 
and Pontryagin’s maximum principle. « Arch. Rat. Mech. Anal. », 
vol. 10, 1962, 296-304. 

KRasovsKIr N. N., On a problem of optimum control of nonlinear 
systems (in russo), « Prikl. Mat. i Mekh. », vol. 23, 1959, pp. 200-220. 
Trad. inglese in « J. Appl. Math. Mech. », vol. 23, 1959, pp. 303-332. 
KRasovsKIr N. N, Sufficient conditions for optimization (in russo). 
«Prikl. Mat. i Mekh. », vol. 23, 1959, Pp. 592-594. Trad. inglese 
in «J. Appl. Math. Mech. », vol. 23, 1959, pp. 839-843. i 
Krasovskir N. N., On the theory of optimum control (in russo), 
« Prikl. Mat. i Mekh. », vol. 23, 1959, pp. 625-639. Trad. inglese 
in «J. Appl. Math. Mech. » vol. 23, 1959, pp. 899-919. ; 
KrRasovsKi N. N., On optimal control in the presence of random 
disturbances (in russo), « Prikl. Mat. i Mekh. », vol. 24, 1960, pp. 
64-79. Trad. inglese in «J. Appl. Math. Mech.», vol. 24, 1960, pp. 
82-102. 

KRasovsKII N. N. ed E. A. LipsktI, Analytical design of controllers 
îm stochastic systems with velocity limited controlled action (in russo), 
« Prikl. Mat. i Mekh. », vol. 25, 1961, pp. 420-432. Trad. inglese 
in «J. Appl. Math. Mech. », vol. 25, 1961, pp. 627-643. 

LA SALLE J. P., The time optimal control problem. Contributions 
Theory Nonlinear Oscillations, « Princeton », vol. 5, 1959, PP. 1-24. 
LEITMANN G. (ed.), Optimization Techniques, « Academic Press), 
New York, 1962. 

MarKus L. ed E. B. LEE, Optimal control for nonlinear processes, 
« Arch. Rat..Mech. Anal. », vol. 8, 196I, pp. 36-58. 

McSHANE E. J., On multipliers for Lagrange problems, « Amer. 
J. Math. », vol. 61, 1939, pp. 809-819. 

McsHANE E. J., Generalized curves, I, II, TIT, « Duke Math. Journ. », 
vol. 6, 1940, pp. 523-536; vol. 7, 1940, pp. 1-27; vol. 7, 1940, pp. 
28-61. 

MAGENES E., Sui teoremi di Tonelli per la semicontinuità nei pro- 
blemi di Mayer e di Lagrange, « Annali Scuola Norm. Sup. Pisa », 
Ser. 2, vol. 15, 1948, pp. II3-I25. 


MANIÀ B., Sui problemi di Lagrange e di Mayer, « Rend. Circ. Mat. 


Palermo », vol. 58, 1934, pp. 285-310. 

PontRYAGIN L. S,, Optimal control processes (in russo), « Uspehi 
Matem. Nauk », vol. 14, 1959, pp. 3-20. Trad. inglese in « Automation 
Express, Intern. Physical Index » (1909 Park Avè., New York), 
vol. I, no. 10, 1959, PP. 15-17, vol. 2., no. I, 1959, PP. 26-30. 
PONTRYAGIN L. S., V. G. BOLTYANSKII e Rev GAMKRELIDZE, 
The theory of optimal processes. The maximum principle (in russo). 











[45] 


[46] 


[47] 
[48] 


[49] 


[50] 


[53] 


[52] 





PROBLEMI DI LAGRANGE CON VINCOLI UNILATERALI II9Q 


«Izvet. Akad. Nauk, SSSR », ser. mat., vol. 24, 1960, pp. 3-42. Trad. 
inglese in « Amer. Math. Soc. Translation », ser 2, vol. 18, 1961, pp. 
341-382. ; 

PonTRYAGIN L. S., V. G. BoLTvANSKII, R. V. GAMKRELIDZE e 
E. F. MisHcHENKO, The mathematical theory of optimal processes 
(in russo), « Gos. Izdat. Mosk. 1961 ». Trad. inglese: « Interscience 
Publ. », New York 1962, viii+360. 

Rozonoer L. I, L. S. PonTRYAGIN’'Ss maximum principle in the 
theory of optimal systems, I, II, III. « Avtomatika i Telemekh. », 
vol. 20, 1959, pp. 1320-1334, 1441-1458, 1561-1578. Trad. inglese 
in « Automation and Remote Control », vol. 20, 1959, pp. 1288-1302, 
1405-1421, 1517-1532. 

Roxin E., The existence of optimal controls, « Michigan Journ. Math. », 
vol. 9, 1962, pp. I09-I19. 

ToneLLI L., Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, voll. I e II, 
Zanichelli, Bologna 1921-23. 

Tonetti L., Sulle proprietà delle estremanti, « Annali Scuola Norm. 
Sup. Pisa », ser. 2, vol. 3, 1934, pp. 213-237. Opere scelte, Cremonese 
Roma 1962, vol. III, pp. 160-191. 

ToneLti L., Sulle equazioni delle estremanti nei problemi di Lagrange; 
Sulla semicontinuità nei problemi di Mayer e di Lagrange; Un teo- 
rema di semicontinuità per i problemi di Mayer, « Opere scelte », 
vol. 3, pp. 320-327, 342-348, 330-386. 

TONELLI L., Su un nuovo tipo di problemi di calcolo delle variazioni; 
Nuove ricerche su una speciale classe di problemi di calcolo delle 
variazioni, « Opere Scelte », vol. 3., pp. 437-463, 464-468, 469-505. 
Turowicz A., Remarques sur un travail de R. V. Gamkrelidze velatif 
aux vegimes optimaux glissanis.' « Bulletin Acad. Polon. Sciences », 
vol. IO-II, 1962, pp. 557-558. 





L. C. YOUNG 





Constructions élémentaires et meéthodes abstraites 
dans le calcul des variations généralisé, 





Résumé. Il s’agit de constructions et de méthodes qui concernent 
une interprétation générale des notions de courbes et de variétés, 
son réle dans le calcul des variations. et ses rapports avec la mé- 
camque des fluides. 


I. — INTRODUCTION. 


Ce n’est pas sans émotion que je remercie l'illustre aca- 
démie de Turin de l’invitation dont elle m’a honoré. C’est à 
Turin que mes parents W. H. et G. C. Young ont commencé 
leur ceuvre mathématique. Les noms des mathématiciens ita- 
liens de la génération qui nous précède, noms mentionnés si 
souvent déja dans cette réunion, sont parmi ceux de leurs 
amis personnels. J'ai moi-méme connu plusieurs d’entre eux. 

Le nom de Lagrange, que nous honorons ici, est celui d’un 
homme dont l’oeuyre ne s’arréte pas avec les quatorze volumes 
qu'il nous a laissés: le temps a encore grandi le nom de Lagrange, 
comme un arbre grandit après la mort de celui qui le plante. 

C'est à Lagrange qu'on doit avant tout le caractère uni- 
versel de la mathématique contemporaine, c'est lui qui a intro- 
duit les méthodes vraiment générales. 

Le calcul des variations possède, gràce à Lagrange, ce 


caractère universel: il empiète sur la mécanique, sur l’hydro- 
dynamique, sur l’analyse, la géométrie, la topologie, et sur le 
calcul fonctionnel. Entre ces disciplines, il n’existe plus de 
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ligne de démarcation claire. Une méthode, une idée, une défi- 
nition méme, qui fait son apparence dans l’une d’elles, peut 
devenir d’une importance capitale dans les autres. 

Mais il faut distinguer entre la généralité véritable, et 
une certaine généralité factice, parfois de mode chez ceux 
qui voudraient faire croître des arbres sans racines. Les géné- 
ralisations véritables ne sont pas un simple jeu d’esprit, ni 
des chateaux en Espagne. Celles qui nous occuperont, ont leurs 
racines, justement, dans des constructions élémentaires et 
intuitives. 


2. — LES MÉTHODES GÉNÉRALES. 


Il faut, dans le calcul des variations, des méthodes géné- 
rales. Méme les beaux travaux sur la méthode de semi-conti- 
nuité de Tonelli se limitent à ce qu'on peut comparer au cas 
elliptique d’une équation aux dérivées partielles, et l’on n’a 
pas le droit d’ignorer le cas complémentaire, hyperbolique. 
Pour la méme raison, il faut pouvoir dominer non seulement 
les problèmes de courbes, dans un espace de dimension arbi- 
traire, mais aussi ceux des surfaces et des variétés supérieures. 

Il le faut pour des raisons très pratiques: notre vie dépend 
chaque jour d’un nombre assez grand de coordonnées, p. ex. 
il y en a déjà une centaine, peut-étre, chaque foi que nous met- 
tons le pied dans un avion. Pour y voir clair, il faut une mathé- 
matique, telle que la concevait Lagrange, et non pas une science, 
telle que la botanique, où l’on énumère des cas particuliers. 


ngn LES CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES. 


La méthode générale de Lagrange, dans le calcul des varia- 
tions, se basait sur une construction simple: on la nomme 
aujourd’hui déformation. Lagrange l’avait utilisée ailleurs, 
p. ex. dans la formule de Taylor à plusieurs variables. De nos 
jours, cette construction, qui est celle de l’homotopie, a pris 
une importance encore plus grande, à cause du développement 
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de la topologie, et elle a pénétré à nouveau de ce còté dans le 
calcul des variations avec la belle théorie de Morse [6]. 

Je voudrais rappeler aussi une méthode déjà plus ancienne 
que celle de Lagrange. Elle est due en partie à Huygens, et c'est 
elle qu’avait utilisé Jacques Bernouilli pour résoudre d’une 
manière élémentaire le problème de la brachistochrone. C'est 
celle qu'on trouve dans le livre de Carathéodory [2], qui l’avait 
réssucitée, pour en faire la base d’une théorie qui complète celle 
de Lagrange. Elle conduit è des conditions suffisantes, tandis que 
celle de Lagrange conduit à des conditions seulement nécessaires. 

Entre ces deux genres de conditions, il y a eu, pendant un 
certain temps, une lacune qu'il fallait absolument combler: 
car il est encore inadmissible, en mathématique, qu’on doive 
se contenter, pour toujours, de conditions nécessaires mais 
insuffisantes, ou vice-versa, donc, de nouveau, d’une énumé- 
ration de cas particuliers. 


4. — UN ALGORITHM VARIATIONNEL. 


La méthode de Bernouilli-Huygens se laisse exprimer par 
un algorithm général [20], nécessaire et suffisant, qui n'est 
autre que le principe de Minkowski, ou, comme on l’appelle 
souvent aujourd’hui, celui de Hahn-Banach, sur l’existence, 
pour un corps convexe, d’une droite, ou d’un plan, d’appui [1]. 

Rappelons que cette méthode, sous la forme que lui donne 
Carathéodory [2], ou encore sous celle du chapitre sur le calcul 
des variations de Hardy-Littlewood-Polya [4], consiste à rem- 
placer la fonction intégrante /, sous le signe d’intégrale d’un 
problème variationnel, par une fonction nouvelle f +4 g non- 
négative, où 9 est un intégrant exact, c. à d. où l’intégrale de 
g ne dépend que de la frontière ou des conditions aux limites. 
Une courbe, ou une variété, sur laquelle { + g@ = 0, donne 
alors toujours un minimum évident. 

Pour faire de cette méthode, un algorithm applicable à 
tous les problèmes du calcul des variations, de dimensions 
quelconques, dans lesquels on admet des variétés arbitraires 
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de frontière donnée, il suffit d’y faire un tout petit changement: 
il suffit d’y admettre des fonctions intégrantes g exactes, 
discontinues. Ce changement est d’ailleurs nécessaire, déjà 
dans des problèmes classiques, tel que celui des surfaces minima 
de révolution. 


5. — LE RÒLE DES DÉFINITIONS. 


Ainsi, pour atteindre cette généralité que recherchait 
Lagrange, il faut un appareil fonctionnel qui ne soit pas limité 
par les restrictions, si naturelles, de continuité ou d’analyticité. 
Il faut l’appareil de l’analyse moderne. Donc il faut élargir 
les définitions anciennes. 

Les définitions mathématiques sont, après tout, des créa- 
tions de l’esprit humain: c’est è nous à les modifier, si leur 
simplicité apparente, qui avait dicté leur choix, devient mal- 
commode. La philosophie géocentrique a bien eu, elle aussi, 
avant Gallilée, cette décevante simplicité. 

Une des directions principales des recherches modernes 
sur le calcul des variations, celle représentée par les travaux 
de Tonelli [8] en utilisant la semi-continuité, se base précisé- 
ment sur un élargissement des définitions classiques. 

On peut faire un pas de plus dans cette méme direction, 
en élargissant non seulement les notions de l’analyse, mais 
aussi celles de la géométrie. On arrive de cette facon à une 
théorie très générale, applicable aux problèmes variationnels 
de toutes les dimensions, non seulement dans le cas régulier, 
c. à d. elliptique, mais aussi dans le cas général. C'est la théorie 
de ce que j'ai appellé variétés généralisées. 


6. — L'ORIGINE DES COURBES GÉNÉRALISÉES. 


Je voudrais vous montrer d’abord, que la notion géomé- 
trique, toute faite à l’avance, de courbe, ou de segment recti- 
ligne, ne suffit pas pour les besoins très pratiques du calcul 
des variations. 
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Comme point de départ, je prendrai une petite plaisanterie 
d’étudiants, d’après laquelle, dans un triangle ABC, le cété 
AB serait toujours égal à la somme des deux autres. Il s'agit 
d’une construction, citée en marge du calcul des variations par 
Lebesgue [5], pour préparer le lecteur à la belle méthode de 
Tonelli. 

On désigne par L, M, N les milieux des segments AC, 
AB, BC, et l’on remplace d’abord la ligne brisée ACB par 
ALMNB, qui a méme longueur. Ensuite on procède de méme 
pour chacun des triangles ALM et MNB. En continuant la 
construction, on obtient successivement des lignes bri- 
sées Pi, P., ..., chacune desquelles aura la méme longueur 
que A4CB, et ces lignes brisées se rapprochent de plus en 
plus du còté AB. Comme la limite des P, (= 152/73) Sera 
située sur le còté AB, on se permet d’affirmer que -A4:B.= 
= AC+CB. 

Cette conclusion est fausse, mais elle a certainement du 
juste. 

Si vous prenez un chemin de montagne en zig-zag, et si, 
au lieu de suivre la partie d’un tel chemin, représentée par la 
ligne brisée ACB, vous essayez le raccourci AB, vous n’arriverez, 
le plus souvent, qu’en méme temps que ceux de vos camarades 
qui sont restés sur le chemin ACB. 

Cela tient au fait suivant: è la montagne, on ne monte 
pas d’une fagon trop raide. Sur le raccourci, pour éviter de 
glisser, il faut placer les pieds à un certain angle. On le voit 
bien, p. ex. lorsque des skieurs remontent une pente où il n'y 
a pas de funiculaire. Le raccourci devient ainsi, non pas une 
ligne droite véritable, mais une espèce de ligne brisée à còtés 
infiniment petits, et ces còtés là restent parallèles aux directions 
les plus favorables pour la montée, qui sont encore celles de 
AC et de CB. 

De telles lignes brisées, à còtés infiniment petits, sont 
les solutions naturelles des problèmes irréguliers, ou hyper- 
boliques, du calcul des variations. Ce sont des courbes géné- 
ralisées. 
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pera SURFACES FRACTIONNAIRES. 


Les lignes brisées noùs mettent à l’esprit un autre phé- 
nomène paradoxal: la construction bien connue, due à Péano, 
d’une courbe continue qui remplit un carré. Elle provient, en 
somme, du fait qu'une ligne brisée peut se rapprocher de tous 
les points du carré, tout comme le chemin qu'on fait parcourir 
aux touristes qui visitent une ville. En modifiant un peu l’idée 
de Péano, on peut construire, sur une surface courbe, élémen- 
taire, donnée, S, un polygone curviligne fermé C, pour lequel 
l’aire minima d’une surface de bord C comprendra surement 
des bandes :minces, qui recouvrent à peu près la moitié de S. 

Si l’on choisit pour S un cylindre droit, à hauteur finie 
et à base circulaire, on peut prendre pour C un zig-zag fermé, 
homotope à cette base, qui découpe sur S une espèce de cou- 
ronne. Dans ce cas une surface de bord C rencontre toute droite 
intérieure au cylindre, et l’on peut démontrer que son aire 
dépasse 


TISI+a—e, 


où |S| désigne l’aire de S, a celle de la base, et e un nombre 
positif arbitrairement petit, qui dépendra du choix de C sur 
S. (On voit sans peine que le carré de l’aire en question dépasse 


I ip saghe i 
IGNARI + a? — e, en considérant les projections, verticale et 


horizontale, de la surface; mais l’inégalité affirmée plus haut 
est vraie aussi). 

Une construction analogue reste valable, si S est un tube 
recourbé, suffisamment mince, auquel on pourra donner, p. ex. 
dans l'espace à quatre dimensions, la forme d’une bouteille 
de Klein. Dans ce dernier cas, en orientant S d’une manière 
discontinue le long de C, sa frontière devient le double de C, 
d’où l’on conclut que, pour les surfaces de bord 2C, l’aire minima 
ne dépasse pas |S|. Il existe donc, dans l'espace à quatre dimen- 
sions, une courbe fermée orientée C, telle que l’aire minima de 
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bord 2C est inférieure au double de celle de bord C. (Pour les 
détails, voir [19]). 

Cette remarque est importante pour l'algorithm dont nous 
avons parlè au paragraphe 4. En effet sì Y° est une surface de 
bord C d’aire minima, pour laquelle il existe une fonction 
intégrante g exacte, telle que f + g soit non-négative et que 
f+ s’'annule sur XY, où f désigne la fonction f(x; pH; 
alors on voit tout de suite, non seulement que 2, mais aussi 
que tout multiple entier positif vX, est d’aire minima. Notre 
construction montre que ce n’est pas le cas, déja pour v= 2. 
Donc notre algorithm ne serait pas valable, ce qui est contraire 
à ce que nous avons affirmé plus haut. 

Pour maintenir notre algorithm, il faut modifier la notion 
classique de surface de facon à rendre possible l’opération de 
la division par un entier positif. Une telle modification existe 
dans la topologie combinatoire, où l’on a coutume de définir 
p. ex. des polyèdres à coefficients rééls positifs, ou polyèdres 
avec poids, à còté des polyèdres ordinaires. Aulieu d’une sur- 
face au sens classique, nous aurons ce qu'on pourrait se repré- 
senter comme une couche superficielle, de densité fractionnaire, 
et nous la nommerons surface fractionnaire. 


8. — LES TvyPES TOPOLOGIQUES INFINIS. 


x 


Déja dans l'espace à trois dimensions, et toujours pour 
le problème de l’aire minima, c. à d. pour le problème relatif 
aux surfaces, le plus simple, l’existence d’une solution exige une 
notion de surface plus générale que celle de l’analyse classique. 

Rappelons d’abord un phénomène connu depuis longtemps, 
mais qui n’en est pas moins remarquable: c'est qu’une surface 
d’aire minima, dont le bord est une courbe fermée simple, 
peut fort bien possèder un type topologique autre que celui 
du disque. Dans le cas des surfaces non-orientées, ce type 
peut étre celui d’une bande de Mébius. Dans le cas des surfaces 
orientées, qui seul nous occupera ici, le type peut étre celui 
d'un disque muni d’une hanse. Il suffit de prendre pour bord 
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la courbe fermée simple qu'on obtient en soudant ensemble 
deux arcs circulaires égaux, situés dans deux plans orthogonaux, 
chaque arc étant de presque 360°. Pour s’en rendre compte, 
on n'a qu’à observer une bulle de savon, dont le bord est sur 
un fil de fer ayant cette forme, à condition de souffler un peu 
dessus s’il le faut. C'est une expérience qu'on fait couramment 
pour montrer aux jeunes le ròle pratique de la topologie. 

En modifiant un peu le bord, on arrive à des surfaces d’aire 
minima de type plus élevé, et méme de type arbitrairement 
grand. Si l’on poursuit plus loin de telles modifications, on arrive, 
comme l’a montré Fleming [12], à un bord rectifiable pour lequel 
la surface d’aire minima ne peut étre de type fini: ce n’est donc 
plus une surface au sens classique, car il faut lui donner une 
infinité de hanses. 

Pour. résoudre le problème de l’aire minima il faudra 
admettre de telles surfaces. 


(OLE oe LA NOTION DE LIMITE. 


Ce n'est pas seulement la notion de courbe, ou de surface, 
qu'il nous faudra élargir, pour résoudre certains problèmes du cal- 
cul des variations. Il nous faudra aussi modifier convenablement 
la notion de limite d’une suite de courbes, ou de surfaces. Ainsi, 
dans le triangle A BC de plus haut, les lignes brisées P,, P., ... pos- 
sèdent, au sens usuel de l’analyse classique, pour limite le còté 
AB, tandis que nous désirons leur donner pour limite une ligne 
brisée, à còtés infiniment petits, qui restent parallèles à AC et CB. 

Dans le cas des surfaces, et des dimensions supérieures, 
il y a une raison de plus pour éviter la limite classique, c'est 
qu'il lui manque le théorème de compacticité d’Arzela. Les 
auteurs qui se sont occupés d’étendre, aux dimensions supé- 
rieures, la méthode de Tonelli, ont eu besoin de constructions 
simplificatrices qui rétablissent une sorte de compacticité 
partielle. Il faut utiliser pour cela une opération géométrique 
assez intuitive, qui consiste à couper, sur les surfaces données, 
les pics trop aigus. Ce n’est pas une opération aisée, puisque, 

















128 L. C. YOUNG 


pour les surfaces paramétriques usuelles, la partie è couper 
se définit moyennant un sous-domaine très compliqué du 
domaine paramétrique. Ainsi, si ce sous-domaine est simplement 
connexe, sa frontière se compose, en général, non plus de points, 
mais de bouts premiers de Carathéodory [9, 10, 13, 3]. Dans le 
cas des dimensions supérieures, et dans le cas de connexion mul- 
tiple, on ne possède méme pas de bouts premiers satisfaisants. 

Il est clair qu’une opération aussi simple doit pouvoir 
s'effectuer sans passer par de telles complications, et qu’il 
faudra bien trancher le noeud gordien. Mais pour ce qui est 
de la compacticité, en modifiant les définitions de limite d’une 
facon naturelle, nous rétablirons le théorème d’Arzela. 


IO. — DEFINITION DES VARIÉTÉS GÉNÉRALISÉES. 


Pour nous, les exemples considérés ont une signification toute 
autre que pour les mathématiciens de l’époque de Weierstrass et 
Kronecker. Ainsi, le problème d’aire minima de Fleming aurait été 
pour eux insoluble. Ce n’est pas le point de vue auquel se placait 
Lagrange, ce n’est pas non plus le point de vue d’aujourd’hui. 

On ne dit plus qu’une solution n’existe pas: on dit qu'il 
faut l’interpréter dans un sens plus général. 

Nous aurons besoin de définitions généralisées. Pour les 
trouver, demandons-nous ce qu'il y a de vraiment essentiel 
dans les définitions classiques, ce que nous utilisons dans les 
problèmes de l’analyse, ou du calcul des variations. 

Nous utilisons la notion de courbe, surtout pour former une 
intégrale curviligne. Il faut savoir intégrer, le long de la courbe 
donnée, une fonction continue {(x, 7), dite fonction intégrante, 
qui dépend du point x et du vecteur j, et qui remplit la condition 
d’homogénéité en j 

f(x, 07) = of(x, j) pour c=o. 


Pour l’intégration le long de la courbe paramétrique dont 
le point mobile est x(t), on prend pour x ce point mobile, et 


x 


pour j sa dérivée, et l’on forme l’intégrale par rapport à f. 
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Mais l’essentiel n’est pas le calcul de l’intégrale curviligne: 
l’essentiel c'est qu’une telle intégrale curviligne devient une 
fonctionnelle L(f), linéaire en f et assujettie à la condition sup- 
plémentaire de prendre une valeur non-négative, lorsque f= 0. 
Ce sont les valeurs d’une telle fonctionnelle pour les différentes 
fonctions intégrantes f qui constituent l’essence véritable de 
la notion de courbe dans l’analyse, ses coordonnées abstraites. 
Plus généralement, nous considérons des fonctions intégrantes 
h-dimensionnelles, qui ne different des fonctions intégrantes, 
définies plus haut, qu’en y interprétant l’argument j, non comme 
un vecteur ordinaire, mais comme un multivecteur simple &-di- 
mensionnel. Une fonctionnelle L(}), définie pour les fonctions inté- 
grantes 7 k-dimensionnelles, et linéaire en f, sera dite variété géné- 
ralisée, de dimension k, si sa valeur est non-négative lorsque f=0. 

Dans un problème du calcul des variations, on aura affaire 
à une seule fonction intégrante f. Pour cette raison, on utilise, 
comme notion de limite, la limite faible, c. à d. que les variétés 
généralisées L,(v = I, 2, ...) convergent vers la variété géné- 
ralisée L, lorsque L,(}) +L(}) pour chaque fonction intégrante 
f de la dimension donnée &. 

Pour la ligne brisée, à còtés infiniment petits, que nous 
avons introduite plus haut, on définit sans peine une intégrale 
curviligne généralisée L(}) qui lui servira de définition abstraite: 
en effet, soit x(t) le point mobile de AB, et supposons sa dérivée 
x' constante et parallèle à AB; on détermine deux vecteurs 
u, v parallels à AC et CB, tels que u+v= x’, et l’on écrit 


L(f) - fuso. u] + f[x(t), v]}dt. On remarque bien que L(}f) 


est alors la limite faible d’une intégrale curviligne ordinaire, 
prise le long de P.,. 


II. — OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES ET ALGÉBRIQUES. 


La somme Li + L; de deux variétés généralisées est une 


opération particulièorement simple è saisir: elle se définit par 
l'expression L:(}) + L.(f). Mais on voit aussi que la division 


9 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 


130 L. C. YOUNG 


par un entier positif se définit tout aussi facilement: donc la 
notion de surface fractionnaire, qui est nécessaire d’après le 
paragraphe 7, se justifie ici. 

Toutes sortes de questions géométriques nous viennent à 
l'esprit. Quand est-ce qu’un point, ou une courbe donnée, 
sera situé sur une variété généralisée donnée? Quelle sera la 
frontière d’une telle variété? Comment former son intersection 
avec un ensemble donné de l’espace? 

Comme ces questions se basent sur les notions classiques, 
il faut les modifier un peu, et je répondrai donc à des questions 
modifiées, qui jouent un ròle équivalent. Nous aurons besoin 
de notions auxiliaires. On appelle micro-variété, une variété 
généralisée M concentrée en un point xo, c. à d. telle que l’on 
ait, pour toute fonction intégrante {(x, 1), M(f) = M(fo), où 
fo désigne la fonction {(xo, j). Nous dirons que M est normalisée, 
si l'on a M({)=1 pour la fonction particulière fx, 3) = Jjl- 

Remarquons qu’on peut considérer comme une générali- 
sation d’une intégrale curviligne, ou d’une intégrale de surface, 
une expression de la forme 


(11.3) L() — fM (dn, 


où u est une mesure dans l’espace des x, et où M (7) désigne 
une micro-variété, normalisée, dépendant du point x et con- 
centrée en ce point, qu'on supposera définie pour presque chaque 
x. On peut montrer, en se servant de la représentation de Riesz, 
que toute variété généralisée possède une représentation unique 
de la forme (II.I). 

La notion de point situé sur L se définit alors à un ensemble 
de mesure 4 nulle près, et l’intersection de L avec un ensemble 
Borélien donné E se définit en limitant è E, l’intégration au 
còté droit de (II.I). 

La notion de variété généralisée, de dimension inférieure 
à L, située sur L, sera définie seulement relativement à un 
certain nombre de fonctions Lipschitziennes 2(x), dites fonctions 
de niveau. Bornons-nous au cas d’une seule fonction 2(2). 
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Nous définirons alors, pour presque chaque valeur réelle %, 
une variété sur L que nous nommerons variété de niveau, ou 
simplement contour, à la hauteur %. Comme nous l’avons 
signalé plus haut, une telle définition n’a été possible jusqu'ici 
sur une surface paramétrique, qu’en faisant appel à la théorie 
des bouts premiers. Notre définition sera beaucoup plus 
directe. 

En décomposant la mesure 4 de (11.1) en deux parties, 
l’une singulière, l’autre absolument continue, par rapport è 
|dz|, on obtient une décomposition analogue de L(}), et la partie 
absolument continue, qui seule jouera un ròle, aura la forme 


fraz, 


où L; désigne une variété généralisée, située dans un des ensem- 
bles (x) = const., de hauteur constante. On passe de L à 
L: par une dérivation, ce qui rappelle l’idée de Minkowski, 
de considérer les courbes comme des dérivées des surfaces, et 
les surfaces comme les dérivées des volumes. Mais ici, comme 
L; aura méme dimension que L, il faut une seconde opération, 
pour amoindrir la dimension. C'est là une opération purement 
algébrique, basée sur la co-multiplication des multivecteurs, 
sur laquelle je passerai. On la trouvera dans l’article [16]. 

Passons à la notion de frontière. Déja pour les surfaces qui 
se réduisent à des domaines plans, la frontière classique n’est 
pas une courbe. Donc nous ne chercherons pas ici à définir 
une frontière comme une variété généralisée. Nous nous pla- 
cerons à un point de vue différent, qui se base, en fin de compte, 
sur le théorème de Stokes. Parmi les fonctions intégrantes f 
d'une dimension donnée, nous distinguons une. sous-classe, 
celle des fonctions intégrantes exactes 9, c. à d. celles qui ont 
la propriété suivante: pour tout polytope orienté L, dont la 
frontière élémentaire s’annule, on a L(g) = 0. Cela étant, nous 
nommerons frontière d’une variété généralisée L quelconque, 
la restriction de la fonctionnelle L(}) aux fonctions intégrantes 
exactes.f= g. 
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Signalons une seconde restriction importante, qui nous met 
en rapport avec la belle théorie des courants de de Rham. Nous 
nommerons fonctions intégrantes linéaires, c. à d. linéaires en 
i, celles de la forme {(x, j) = jP(x), et nous remarquons qu'elles 
sont isomorphes aux formes différentielles extérieures. La res- 
triction de L(}) aux / linéaires sera dite substratum de L. On 
peut l’identifier avec un courant borné à support compact. 
Les beaux théorèmes récents de M. M. Federer et Fleming [11] 
sur de tels courants conduisent à des résultats fondamentaux 
pour notre théorie [17]. 


12. — RAPPORTS AVEC LA MÉCANIQUE DES FLUIDES. 


Est-il besoin de se demander si les mémes restrictions de 
continuité et d’analyticité, que nous avons trouvées malcom- 
modes en mathématique pure, dans des problèmes pourtant 
très pratiques et de tous les jours, seraient tout à coup précise- 
ment et parfaitement conformes aux lois naturelles, quand il 
s'agit de la mécanique des fluides? Au contraire, on remarque 
chaque jour, en regardant l’eau qui passe sous un pont, des 
choses qui s’accordent mal avec l’hydrodynamique classique, 
et qui, jusqu’ici ne s’expliquent que d’une fagon très partielle. 
Quand on fait des hypothèses, qui semblent naturelles, il n’est 
pas dit que la nature y ait consenti: elle est donc restée quelque 
peu turbulente. Il s’agit de savoir si la théorie que j'ai esquissée 
sera davantage de son goîìt. Il faut donc en faire l’essai, et, 
puisqu’il faut commencer par quelquechose, je me permettrai 
des hypothèses simplificatrices, dorit je me rends très bien compte 
qu’elles ne correspondent toujours pas à la réalité. Nous nous 
limiterons au mouvement stationnaire d’un fluide, et nous ne 
tiendrons compte que des variables qui donnent la position et 
la vitesse des éléments du fluide. 

Nous aurons peut-étre exclu de cette fagon des effets qui 
correspondraient à ceux que nous avons relevés dans le pro- 
blème de l’aire minima, c. à d. à ceux qui nous ont conduits 
à admettre des surfaces à une infinité de hanses et des surfaces 
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fractionnaires. Ce sont précisément de tels effets étranges qu'on 
cherche dans la mécanique des fluides. Il aurait fallu, sans 
doute, se demander d’abord dans quelle sorte d’espace on a à 
opérer, et de quelle dimension sont les variétés à analyser. 
L’espace en question aurait certainement eu une structure bien 
plus compliquée que ceux qu’on étudie en géométrie, car c’est 
un produit Cartésien d’espaces déja très disparates. Il y entre- 
rait une foule de variables supplémentaires: les composantes 
des tenseurs de pression, de viscosité, celles du champ électro- 
magnétique, la température, l’entropie, peut-étre méme cer- 
taines variables discrètes. Dans cette confusion de variables, 
les effets qualitatifs seraient difficiles à trouver. 

Sous la forme simplifiée où nous nous plagons, on notera 
tout de méme certaines différences vis-à-vis du traitement 
classique. Un mouvement fluide stationnaire sera défini, dans 
la description Eulérienne, par la vitesse v(x) du fluide au point 
x et par une mesure x dans l’espace des x; cette mesure déter- 
mine la quantité du fluide qui se trouve dans un ensemble 
Borélien quelconque de valeurs de x. On peut la remplacer par 
une densité fluide 0, mais celle-ci sera alors à prendre dans le 
sens d’une distribution de Schwartz [7]. La vitesse et la densité 
ne joueront un ròle que sous la forme du produit 0v, et nous 
poserons |v| = I sans perte de généralité. Pour éviter de mo- 
difier les conventions que nous avons faites à propos des variétés 
généralisées, nous supposerons de plus que u ait un support 
compact, mais ce n’est pas essentiel. 

Quant à la vitesse v, elle pourra étre discontinue, mais nous 
la supposerons mesurable B. Par contre nous ne la supposerons 
pas nécessairement univoque. 

En effet, on peut très bien concevoir un mouvement fluide, 
résultant p. ex. de la superposition de ceux de deux gases 
raréfiés, où il y aurait, en chaque point x, plus d’une valeur 
de la vitesse v(x). Dans ce cas, il ne suffira pas de spécifier, 
au point x, les valeurs possibles de la vitesse, il faudra indiquer 
de plus, dans quelles proportions la masse fluide se dirige dans 
les différentes directions possibles. Il faudra done donner, au 
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point x, une mesure unité qui se répartit sur l’ensemble des 
valeurs de v assujetties à la condition |v| = 1, cu sur un sous- 
ensemble convenable. 

Ainsi, concu, un mouvement fluide stationnaire, donné 
par une description Eulérienne, définit d'une manière univoque 
une variété généralisée de dimension unité, et vice-versa, d’après 
la formule (11.1). Il suffit pour cela d’identifier d’après la repré- 
sentation de Riesz, l’expression M(f) avec la moyenne de 
f(x, 7) pour les valeurs possibles j = v de la vitesse au point x. 


13. — LE RÒLE DE LA FRONTIÈRE. 


Il est temps de réexaminer d’un ceil critique, les idées que 
J'ai esquissées. Parmi les, variétés généralisées, en particulier 
celles de dimension unité, nous avons admis celles qui sont con- 
centrées en un seul point. Qu’on leur accorde le nom de variétés, 
passe encore, mais que ce soient des mouvements fluides, c’est 
un peu fort. On peut donc se demander si nos variétés géné- 
ralisées sont peut-étre beaucoup trop générales. 

Cette critique a du juste, mais il faut en exclure d’abord 
les micro-variétés closes: ce sont des cas limites de variétés 
closes, et dans la mécanique des fluides c’est à peu près tout 
ce que nous possédons d’appareil mathématique qui se rap- 
proche un peu de la turbulence dans notre théorie. Quant aux 
micro-variétés non-closes, elles se trouvent parmi les variétés 
généralisées qu'on élimine d’une fagon automatique, dès qu’on 
impose des conditions, méme très générales, sur leurs fron- 
tières, 

Pratiquement, toutes les frontières admises jusqu'’ici sont 
des cas particuliers de ce que j'ai appelé une frontière A. La 
possession d’une telle frontière impose sur la structure d’une 
variété généralisée des conditions très restrictives. Nous y 
reviendrons au paragraphe suivant. Notons ici que les vatiétés 
généralisées de frontiere A sont les limites, dans un sens 
très fort, de variétés élémentaires, et que ce sont, en fin de 
compte, les théorèmes de ce genre, démontrés dans [17], 
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qui justifient dans nos problèmes, l’introduction des variétés 
généralisées. i 

Dans le cas d’un mouvement fluide stationnaire, c'est l’équa- 
tion de continuité div(00) = 0 qui remplace les conditions sur 
la frontière. Cette équation est à interpréter d’après la théorie 
des distributions, dans un sens global, ou tout au moins local. 
Mais alors elle signifie que la frontière s’annule, ou tout au 
moins, que son support ne pénètre, pour la mesure y, le voisi- 
nage de presqu’aucun point du fluide. Cela suffit pour qu'on 
ait affaire à une frontière A. 


False DESCRIPTION LAGRANGIENNE. 


Les remarques que nous avons faites au paragraphe pré- 
cédent, nous amènent à une question fondamentale de la théorie 
des variétés généralisées, que nous n’avons pu résoudre que 
pour les variétés de dimension 0, 1, n — I, n de l'espace à # 
dimensions. Dans le cas d’un mouvement fluide stationnaire, 
cette question est déja ancienne, c’est celle de l’équivalence 
de la description d’Euler avec celle de Lagrange. 

Cette dernière s’obtient, dans les traités classiques, en inté- 
grant le système d’équations différentielles dx/dt = v(x), c. à d. 
en déterminant les courbes intégrales, ou lignes de courant. 
Si c'était bien là, tout ce qu'il y avait à faire, ce serait une que- 
stion très secondaire. En réalité, les lignes de courant ne suffi- 
sent pas pour déterminer le mouvement fluide, car il nous faut 
encore savoir comment se répartit la masse fluide sur les diffé- 
rentes lignes de courant. 

Avec nos hypothèses très générales sur v(x), la notion de 
ligne de courant sera à modifier quelque peu. Je passerai sur 
la définition exacte, et je me contenterai de noter qu'il 
faudra distinguer deux lignes de courant par des étiquettes 
autres que les conditions initiales, car ces dernières ne les 
déterminent que si l’on fait des hypothèses spéciales. En 
outre, nous considérons toute partie, de longueur positive, 
d’une ligne de courant, comme étant elle-méme une ligne de 
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courant. Je désignerai par L, la ligne de courant dont l’éti- 
quette est a. 

Nous dirons, d’un mouvement fluide stationnaire défini 
par la variété généralisée L, donc par la fonctionnelle L(}) 
correspondante, qu’il possède une description Lagrangienne, 
s'il existe, dans l'espace des étiquettes a, une mesure da, telle 
que l’on ait 


(14.1) JE — fruda, 


evo ba J La(f)da pour chaque fonction intégrante f. 


Notre question fondamentale est alors la suivante: quels 
mouvements fluides stationnaires possèdent une description 
Lagrangienne? J'ai pu y répondre récemment [18]: pour qu'un 
mouvement fluide stationnaire possède une telle description, il 
faut et il suffit qu'il possède une frontière A. En particulier, tout 
mouvement stationnaire assujetti à l’équation de continuité 
la possède. En autre, comme je l’ai indiqué plus haut, la question 
analogue a été résolue pour les variétés de dimensions OST: 
n — I, n dans l'espace è x dimensions, mais pas encore pour 
les dimensions intermédiaires. 

L'analyse des questions de ce genre n'est encore qu’une 
première étape. Dans le calcul des variations, il faut ensuite 
étudier les extrémales généralisées, et j'ai montré récemment [16] 
qu'elles. possèdent une propriété très curieuse dans le cas ré- 
gulier. Dans la mécanique des fluides, on étudiera de méme, 
avec nos hypothèses, les solutions faibles des équations du mou- 
vement. Le point de vue sera différent de celui de la théorie 
des équations aux dérivées partielles, car les solutions ne seront 
ni des fonctions, ni des distributions de Schwarz, et ce seront 
ces solutions nouvelles qui expliqueront peut-étre des phéno- 
mènes encore mystérieux. 
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GAETANO FICHERA 





Un teorema generale di semicontinuità 
per gli integrali multipli e sue applicazioni alla 
fisica-matematica (*). 





Riassunto. — Vengono riferiti i risultati salienti di una ricerca, re- 
lativa all'equilibrio dei corpi elastici con vincoli unilaterali sul 
contorno. 


In una serie di conferenze tenute nel 1959 presso l’Istituto 
Nazionale di Alta Matematica, Antonio Signorini [1] (*) con- 
siderò una nuova classe di problemi elastostatici, relativi a 
corpi a tre dimensioni soggetti sul contorno a vincoli unila- 
terali. Problemi siffatti portano ad una nuova classe di pro- 
blemi di valori al contorno, non lineari, per le equazioni indefinite 
dell'equilibrio. Differentemente dai problemi classici con vin- 
coli bilaterali, dove le condizioni al contorno sono espresse 
da ben determinate equazioni sul contorno, nel caso conside- 
rato da Signorini la novità del problema consiste nella circo- 
stanza che due insiemi di condizioni, espresse da equazioni od 
inequazioni, vengono date sulla parte di contorno ove i vincoli 
sono unilaterali; le funzioni incognite debbono soddisfare ad uno 


(*) La presente conferenza è stata anche tenuta, in lingua inglese, 
al Simposio di Meccanica del continuo, tenutosi a Tbilisi (Georgia-WURSS) 
nel settembre 1963. 

() I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia 
alla fine del presente lavoro. 
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dei due insiemi di condizioni. Non è «a priori » noto se in un 
punto del contorno, dove i vincoli sono unilaterali, le funzioni 
incognite soddisfano al primo oppure al secondo insieme di 
condizioni. Per questo motivo Signorini propose, per tale tipo 
di condizioni al contorno, il nome di condizioni al contorno 
ambigue. 

Un esempio tipico di siffatti problemi di valori al con- 
torno si ha nel problema dell’equilibrio di un corpo elastico 
appoggiato su una superficie rigida priva di attrito. 

Sia A un corpo elastico che occupa, nella sua configura- 
zione naturale, una regione limitata dello spazio a tre dimen- 
sioni, che indichiamo con la medesima lettera A. Supponiamo 
che A sia appoggiato su una superficie 2° priva di attrito e 
che il corpo elastico sia sottoposto a date forze di massa, nonchè 
a date forze superficiali sulla parte 2* = dA — 2° del con- 
torno (0A è l’intero contorno di A). Supponiamo inoltre che 
le forze date siano tali che il corpo sia in equilibrio. 

Le condizioni d’equilibrio, considerando la teoria del- 
l'elasticità classica, sono espresse come segue: 


(1) CinR= fi in A, (2) Cinva = Pi SUD 
essa 
Uivi = 0 Uivi > 0 
(3) | Cikviva =0 oppure . (4) Cikviva = 0 
Cibi th =:0 | OipVita =\0% 


\ 


fi e gi sono funzioni determinate rispettivamente dai dati 
sistemi di forze di massa e di superficie; c;j; sono le compo- 
nenti rettangolari del tensore degli sforzi, u è il vettore spo- 
stamento, v è la normale interna a dA; t è un qualsiasi vettore 
tangente a X. 

Se in un punto di 2 è soddisfatto il primo insieme di con- 
dizioni, ciò significa che il corpo è ancora appoggiato su %, 
e, siccome 2 è priva di attrito, la reazione è puramente nor- 
male. Se invece è soddisfatto il secondo insieme di condizioni, 
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nel punto considerato il corpo si distacca dalla superficie di 
appoggio. 

Naturalmente, le equazioni (1), (2), (3)-(4) debbono venir 
completate dalla relazione sforzi-deformazioni: 


(5) Wai n Oik rie) ’ 


dove W è il potenziale elastico, cioè una funzione data, dipen- 
dente dal tensore di deformazione ‘e, le cui componenti ret- 
tangolari sono indicate con gg. 

Se consideriamo il caso di un corpo isotropo ed omogeneo 
ed indichiamo — come al solito — con u e 7 le costanti di 
Lamè, si ha: 


pa 
W (e) = MEirEk + PI Adirgikgjj 


e siccome g&;j = 2-(ui;, + ki), il problema analitico che deve 


x 


essere risolto è il seguente: 
(6) mina + (A+ p)triri + fi = 0 in A 


(7) Til) = — {uwimon + (A+ puri + pi (rive — Urjivi)} = wi 


su 2* 


con le ambigue condizioni al contorno su X: 


Uzvi =:0  Uj>0 
(8) Ti(uv = 0 oppure (9) | Ti(u)vi = 0 
| Ti(u) Ti =0 \ Ti(u) TtTîi=0. 


Lo scopo del presente lavoro è di dare un teorema di 
esistenza ed unicità per il problema di valori al contorno (6), 
(7), (8) - (9). 

Naturalmente non daremo qui tutti i dettagli delle dimo- 
strazioni, che richiedono un’analisi piuttosto delicata, ma 
intendiamo dare solamente alcuni cenni sui risultati ottenuti 
e sul metodo seguito. Per i dettagli completi rimandiamo ad 
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un lavoro pubblicato sugli « Atti dell’Accademia Nazionale 
dei Lincei » [7]. 

Desideriamo osservare che il metodo impiegato ci per- 
metterà di risolvere il problema nel caso di un corpo aniso- 
tropo non omogeneo, cioè quando W(e) ha la forma più generale 


I 
W(x, e) = EL in(X)EiRSjh » 


essendo il secondo membro una qualsiasi forma quadratica 
definita positiva nelle variabili gin, i cui coefficienti sono fun- 
zioni regolari (ad esempio C®) nella chiusura Adi A. 

Nel suo lavoro [1] Signorini dimostra un teorema della 
minima energia per il problema al contorno (6), (7), (8)-(0). 
Sia Us la classe degli spostamenti compatibili con i vincoli, cioè 
delle funzioni vettoriali u tali che: 


Ujvi = 0 


in ogni punto di X. Tali condizioni corrispondono ai vincoli 
unilaterali imposti ad A, consistenti nell’appoggio su 2. Con- 
sideriamo in Uy l'integrale dell’energia 


E[u] - | Mod — | fuda — | pido. 


Signorini dimostra che: 


I) Se E[] assume il suo minimo nella classe delle fun- 
zioni continue con le derivate prime in A, di classe C*(A), 
appartenenti a Ux, allora la funzione minimizzante è una 
soluzione di (6), (7), (8)-(9) ed essa è determinata a meno di 


uno spostamento rigido reversibile compatibile con i vincoli (?). 


II) Se il problema (6), (7), (8)-(9) ha una soluzione 


di classe C:(A), allora « minimizza E[w] nella classe C*(A4) N Uy. 


(2) Lo spostamento rigido deve esser inteso nel senso dell’elasti- 
cità lineare, cioè come spostamento rigido infinitesimale. 


PE 
7. A 
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L'interesse. del risultato di Signorini consiste nel fatto 
che esso dimostra l'equivalenza del problema dei valori al 
contorno — con condizioni al contorno ambigue — con un 
problema variazionale, allorchè la soluzione è ricercata nella 
classe C3(A). Purtroppo, sia pure in casi molto semplici, il 
funzionale E[u] non possiede un minimo in tale classe. Dimo- 
streremo ciò in seguito, considerando un caso particolare. 

Desideriamo innanzitutto osservare, seguendo Signorini, 
che se % minimizza E[w] in C:(A) N Ug, allora u deve sod- 
disfare la seguente diseguaglianza: 


(II) fette tf. vifidx +f. Vipido = 0 
A A = 


per qualunque v€ C*(A4) N Ux; Gik(u) è il tensore degli sforzi 
corrispondente ad « e e;(v) il tensore di deformazione cOr- 
rispondente a v. L’equivalenza delle diseguaglianze (11) con 
il sistema (6), (7), (8)-(9) è facilmente dimostrabile mediante 
semplici ragionamenti analitici. È d’altronde evidente che il 
sistema delle diseguaglianze (11) esprime le condizioni neces- 
sarie e sufficienti per l'equilibrio del corpo elastico, in quanto, 
mediante un’ovvia integrazione per parti, esse esprimono il 
classico principio dei lavori virtuali 


Î Ti(u)vido = 0 
di 


e cioè che il lavoro delle reazioni vincolari deve essere non 
negativo per qualsiasi spostamento ammissibile. 

Le equazioni (11) illustrano il ruolo che i problemi al 
contorno con vincoli unilaterali giocano riguardo ai problemi 
classici con vincoli bilaterali (cioè vincoli per i quali gli spo- 
stamenti ammissibili sono definiti da equazioni, non da dise- 
quazioni). 

Nel caso bilaterale, le diseguazioni (II) sono sostituite 
da equazioni integrali che definiscono la soluzione debole del 
problema, laddove la varietà delle funzioni di prova v (sposta- 
menti compatibili con i vincoli) è lineare, Se, invece, i vin- 
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coli sono unilaterali, si ha, per la soluzione debole u del pro- 
blema al contorno, un sistema di disequazioni integrali ed 
una varietà non lineare .per le funzioni di prova v. Infatti 
l’insieme Uy degli spostamenti ammissibili è un angolo diedro 
convesso dello spazio funzionale, dato che: 1) Uy è un insieme 
convesso, 2) se Uy contiene v, allora esso contiene tv per qua- 
lunque # non negativo, 3) Ux contiene una varietà lineare, 
per esempio la varietà delle funzioni regolari che hanno il 
loro supporto in A (3). 

Dalle (11) Signorini ricava la seguente condizione neces- 
saria per l’equilibrio: 


(12) J difidx +] cipido = 0 
A I 


che deve esser soddisfatta per qualsiasi spostamento rigido 
ammissibile. Dimostreremo che la condizione (12) intesa in 
senso forte è sufficiente per l'equilibrio. Cioè, se la (12) è veri- 
ficata, con il segno < se @ è irreversibile, allora la soluzione 
del problema dei valori al contorno con condizioni al contorno 
ambigue, esiste se essa è ricercata in un’opportuna classe, che 
verremo a definire in seguito e che sembra più aderente al 
problema fisico stesso. 

La condizione (12) ha un evidente significato fisico. Essa 
è la condizione d’equilibrio per il corpo A considerato come 
un corpo rigido nella sua configurazione naturale. 

Nelle ricerche connesse con le equazioni alle derivate par- 


ziali dell’elasticità è consuetudine saggiare i metodi da impie- 
gare, prima di tutto nel caso particolare di una singola equa- 


(3) Diseguaglianze quali le (11) sono state considerate anche molto 
di recente nella letteratura delle equazioni differenziali a derivate par- 
ziali ellittiche e paraboliche del secondo ordine, onde definire subsolu- 
zioni deboli di tali equazioni (cfr. ad esempio [12]). Tuttavia, vi è una 
differenza sostanziale nella scelta dell’insieme delle funzioni di prova, 
in quanto nel lavoro [12] tale insieme non è un angolo diedro, ma un 
cono (funzioni non negative con supporto in A) dello spazio funzionale. 


or Fi e RIETI OE PIA e tO Vi 


Ar Ve 


utt PIA 
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zione del 2° ordine ellittica autoaggiunta. È interessante fare 
questo nel nostro caso. 

Il problema corrispondente al caso generale (1), (2), (3)- 
(4), (5) è allora il seguente: 


(13) (Gak(4)%0/8)/n A di =o0 in A 


(14) EI ultra 


e le condizioni ambigue su £: 


| Ww=0 e 

(15) | be oppure (16) ‘ SR 
urne, Î ma =0 

04 04 


Supponiamo che le funzioni reali Ank siano tali che 
Ank = An e siano di classe C© in A. La forma quadratica 
reale anz(x)é,é sia definita positiva per ogni x€A. A sia limi- 
tato da una superficie semplice chiusa dA con piano tangente 


variabile con continuità; s indichi, a meno di un fattore 


positivo, la differenziazione conormale. 
È facile vedere che la condizione di compatibilità (12) 
nel caso attuale è la seguente: 


(17) Jja+ | gdo =0 . 
A de 

Si assuma f=0 ed appartenente a C°(A) e p<0 su X* 
ed appartenente a C°(2*). Sia v una soluzione di classe 
C:(A) N C2(A) del problema (13), (14), (15)-(16) di Signorini. 
La soluzione %w non ha alcun massimo positivo in A. D'altra 
parte w non ha punti di massimo in 94 — 2. Per un teorema 
di Giraud (cfr. [10], teor. 3.IV) segue che w(x) =0 in 4 ed Gi 


dw 


in ogni punto di Y: a © ° Sia x un punto del contorno 


di 2, pensando XY come un sottoinsieme dello spazio dA. Si 








UN TEOREMA GENERALE DI SEMICONTINUITÀ, ECC. 145 


; dw dw A 
ha contemporaneamente in xo: gs 3° Ciò prova 


la non esistenza di una soluzione w appartenente a C*(A). 

Come conseguenza dell’osservazione testè fatta, dobbiamo 
cercare la soluzione del problema di Signorini in una classe 
più ampia, cioè il problema variazionale per l’integrale del- 
l'energia deve esser considerato in una classe più ampia. 

Ciò non sorprende dal punto di vista fisico, in quanto 
c'è da aspettarsi che gli sforzi non siano generalmente rap- 
presentati da funzioni continue in A e possono presentarsi 
alcune singolarità (concentrazione di sforzi) nei punti di Y 
che giacciono sul contorno della parte di 2° staccata dall’ap- 
poggio, nella configurazione d’equilibrio del corpo. 

Sia f una funzione vettoriale di modulo di quadrato inte- 
grabile secondo Lebesgue in A. Si definisca 


I =( i fra) 


e si consideri lo spazio S ottenuto per completamento fun- 
zionale dalle funzioni vettoriali di C*(A) mediante la norma: 


Ile: = ll? + [eGo]? ; 


e(u) è il tensore di deformazione corrispondente allo sposta- 
mento wu. 

In opportune ipotesi per A è possibile definire la traccia 
di ogni «€ S sul contorno 2A di A (4). Tale traccia appartiene 
allo spazio £2(0A). 

Definiamo ora come classe Ux degli spostamenti ammis- 
sibili l'insieme delle funzioni appartenenti a S e tali che la con- 
dizione (10) sia soddisfatta quasi ovunque su £. 

Uno dei principali risultati è il seguente: 


(4) Una condizione sufficiente che include le regioni che general- 
mente si presentano nelle applicazioni, è quella che impone ad A di 
essere un «campo propriamente regolare », secondo una definizione 
data in [5], [6] (cfr. pure [4], p. 42). 


Io — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 





Mrs AI 
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I. — Date jEL2(A) e pE £2(2*) soddisfacenti in senso forte 
la condizione (12), esiste il minimo dell’integrale dell'energia nella 
classe Uz ed è determinato a meno di uno spostamento rigido 
reversibile che sia ammissibile. La funzione minimante soddisfa 
le disequazioni (11) per ogni veUs. 

Questo teorema segue da due risultati: 


I) Un'estensione della teoria di Tonelli-Morrey sul me- 
todo diretto del Calcolo delle Variazioni per ottenere teoremi 
di minimo per integrali multipli. 


II) Alcune maggiorazioni per le funzioni di Ux che 
permettono di provare la compattezza delle successioni mini- 
manti per l'integrale dell’energia. 


Credo sia di interesse enunciare il teorema generale di 
semicontinuità, in quanto esso sembra essere assai utile in 
molte altre applicazioni. Infatti, usando questo teorema, si 
può, ad esempio, estendere la teoria esistenziale dei problemi 
elastici (anche per vincoli unilaterali) all’elasticità non sim- 
metrica, che è stata riconsiderata molto recentemente da diversi 
Autori ([8], [9], [18]). Ciò è oggetto di ricerche in corso. 

Sia X” lo spazio cartesiano r-dimensionale con il solito 
prodotto scalare: 


XV = XAVA 
Sia @ = (ax, ..., 4) un insieme ordinato di 7 interi non ne- 
gativi e sia |e|= a +... + &. Poniamo: 


QUut A + Gp 


Do=_—___ 
0x1... ONE 


Si considerino i due operatori differenziali matriciali L 
ed M: 
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Le funzioni 4%, e b, siano limitate e misurabili in ogni 
sottoinsieme compatto di X*. Se A è un insieme aperto limi- 
tato di X”, i due operatori L ed M sono in particolare definiti 
per ogni funzione n-vettoriale u(x) di C”(A). 

Sia $ un numero reale che, per semplicità, supporremo > 1. 
Per ogni funzione vettoriale appartenente a £?(A), poniamo: 


lola = (| Ietan)e 


e definiamo lo spazio Sp come ottenuto per completamento 
funzionale da C*(A) mediante la norma: 


Meliz = [el$ + |M(0)]} + |L(0)]3 


Siano Y e Zs gli spazi cartesiani rispettivamente a 9 
ed s dimensioni. I loro elementi verranno indicati con y e 2 
rispettivamente. Supponiamo che la funzione continua a valori 
reali F(x, y, 2) sia definita nel prodotto cartesiano X* x Y9 x Xs 
e supponiamo che: 


I) per ogni (x, y)€ X? x Y7, F sia una funzione con- 
vessa di 2; 


2) esista una funzione convessa di z — fo(2) — tale che 
lim |z|-*fo(2) = + 00 e tale che, per ogni (x, y)E.X” x Y? ed 
|| 
ogni z€ Z*, F(x,y,4)=fo(2). 


Secondo una nomenclatura introdotta da Tonelli, diciamo 
che «ES è una funzione ordinaria rispetto all’integrale 


Ta(u) = (Rac M(u), L(u)]dx 


se F[u(x), M(u), L(u)] appartiene a Li(A). 
Sussiste il seguente teorema di semicontinuità: 


II. — Se la trasformazione lineare M(u) di Ss in Li(A) 
è compatta, allora l'integrale Iy(u) è semicontinuo inferiormente 
rispetto alla convergenza debole delle successioni di funzioni ordi- 
narie di Sp. 
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Da questo teorema deriva il seguente, concernente l’esi- 
stenza del minimo assoluto di /4. 


III. — Sta C un insieme di funzioni di Sp, ordinarie 
rispetto all’integrale Ia(u). Sia C chiuso rispetto alla conver- 
genza debole di funzioni di Sp. Se esiste una successione di fun- 
zioni minimante Iy in C, le cui Sp-norme sono uniformemente 
limitate, allora Iy è dotato di minimo assoluto in C. 


L’integrale dell'energia del problema di Signorini, come 
esempio particolare del funzionale /4, è inferiormente semi- 
continuo rispetto alla convergenza debole delle successioni 
di S. Per applicare il teorema III deve dimostrarsi la limi- 
tatezza uniforme delle norme di una successione minimante. 

Si consideri il caso particolare del: problema (13), (14), 
(15)-(16). In tale caso l’integrale dell'energia è il seguente: 


E[u] = > N rr rd _ i Poe _ J gd: 


La classe Us delle funzioni ammissibili è costituita da 
tutte le funzioni a valori reali con integrale di Dirichlet finito 
e traccia quasi ovunque non negativa su 2. 

Se si suppone che /E £2(A) e pe £2(2°*) e che sia soddisfatta 
la condizione di compatibilità (17), allora non è difficile vedere 
che la condizione del teorema III per una successione mini- 
mante è soddisfatta allorché per ogni uE U y sussiste la seguente 
diseguaglianza 


(8) dntllu cl + lu — cl) =A/val [al () 





ove c è una costante non negativa e inf {|u — c|? + ||u — c||&+} 
significa che per ogni € Uy viene considerato l’estremo infe- 
riore di |u— c|z + |u— c|% al variare di c nell'insieme dei 
numeri reali non negativi; & è una costante dipendente uni- 
camente da A. 


(5) || [|2* indica la norma in £?(2*). 
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È facile provare che effettivamente sussiste la disegua- 
glianza (18). 

Ritornando all’elasticità, l’analoga della (18) sarebbe la 
seguente diseguaglianza 


(19) pie — ol? + lv — oli} = Ale(|P 


ove 0 è ora uno spostamento rigido e l’estremo inferiore deve 
essere considerato quando o varia nella classe degli sposta- 
menti rigidi ammissibili. Si presenta ora una circostanza del 
tutto inaspettata: l'analogia del problema elastico con il pro- 
blema ellittico del secondo ordine non sussiste in questo caso. 
Infatti la diseguaglianza (19) non è in generale vera. È neces- 
sario condurre un’analisi più delicata. Ciò richiede però troppi 
dettagli tecnici per essere esposta in questa sede, per cui riman- 
diamo al già citato lavoro [7] delle Memorie dei Lincei. 

Vogliamo soltanto dire che, tuttavia, anche nel caso del- 
l'elasticità, se la condizione di compatibilità (12) è soddisfatta in 
senso forte, le successioni minimanti sono uniformemente limi- 
tate nella norma di S. 

Una parte . del lavoro riguarda le proprietà di regolarità 
della funzione minimante. 

Con metodi ormai classici è possibile provare che se € C(A) 
(cioè f è hòlderiana uniformemente in A) e ge C%(£*), allora 
u€C?(A) ed è differenziabile con continuità su ogni parte di 2* 
che è contenuta in un pezzo di superficie C** (superficie con 
piano tangente variabile con continuità hòlderiana). Allora w 
soddisfa le equazioni (1), (5), (2) nel senso classico. 


Riguardo alle condizioni ambigue si ha il seguente risultato. 


IV. — Sia 0A una superficie C**. Esiste una misura vet- 
toriale t(B) definita su ogni insieme di Borel di 0A, tale che, se 
T, è la superficie « parallela » a distanza 0 rispetto alla normale 
interna a VA, vP la normale interna a T,, per ogni vEC (A) 
sti ha: 

lim vioirvado, = J vidi; . 
Tp sA 


pro 
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St ponga, per ogni x nell'interno di X: 


y(x) = lim. inf. essenz. u;(Y)v;(V) . 


e 
e+0 la—yl 
La misura t(I°) ha le seguenti proprietà: 


I) i preda 9 per ogni TCX - 02, 


II) J vidi = 0 per ogni TCZ- 02. 
E: 


III) Se w(x)> o, esiste un intorno V di x tale che per 
ogni TCV 
I vidt; ='0. 
T 


Le condizioni I), II), III) sono le condizioni integrali 
equivalenti delle condizioni ambigue di Signorini. Esse si ridu- 
cono alle condizioni di Signorini se la soluzione appartiene 
a C3(A). Come già osservammo, ciò generalmente non accade. 
D'altra parte, rappresentare le componenti del tensore degli 
sforzi vicino al contorno mediante funzioni d’insieme anzichè 
con funzioni di punto, sembra essere più in conformità con 
il significato fisico della Meccanica dei sistemi continui. 

L'ultima parte della ricerca è dedicata all’inversione del 
teorema della minima ‘energia, al teorema di unicità ed alla 
dimostrazione della necessità della (12), intesa in senso forte, 
per l’esistenza della soluzione. 
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GUIDO STAMPACCHIA 





Il principio di minimo nel calcolo delle variazioni. 


Summary. — A report on the developments of the minimum principle 
in the theory of elliptic partial differential equations (5); 


Il calcolo delle Variazioni, sorto quasi contemporanea- 
mente all’Analisi infinitesimale, ha avuto sempre un posto 
preminente nell’ambito della Matematica sia per l’importanza 
pratica dei problemi considerati sia per la profondità delle 
idee che ha sempre suscitato. Se oggi, a centocinquanta anni 
dalla morte di uno dei più potenti cultori di esso, il Lagrange, 
che con la considerazione del concetto di variazione suggerì 
ad Eulero il nome che attualmente questo capitolo porta, 
volessimo chiederci quale sia oggi lo stato del suo sviluppo, la 
risposta non sarebbe molto semplice. 

Se volessimo assumere a metro dell’interesse, che il Calcolo 
delle Variazioni suscita oggi, il numero dei lavori che, ad esempio, 
il « Mathematical Reviews » classifica sotto il nome di Calcolo 
delle Variazioni dovremmo trarne conclusioni molto pessi- 
mistiche. Su circa 8.000 lavori di Matematica pura recensiti 
nel 1962 soltanto 24 sono di Calcolo delle Variazioni! Appena 
il 3 per mille. 

Ma la realtà è ben diversa da quella che queste considera- 
zioni statistiche fanno dedurre. Gli è che i concetti che sono 





(1) The report was prepared when the author was sponsored in part 
by the Grant AF EOAR 63-29 through the European Office of Aero- 
space Research, United States Air Force. 
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sorti dapprima nel Calcolo delle Variazioni hanno invaso, 
sempre più, numerosi campi della Matematica sia pura che 
applicata cosicchè gli sviluppi di quei concetti vanno ricer- 
cati ormai in altri campi. 

Il concetto di variazione prima, introdotto dal Lagrange, 
si può ritrovare sotto forme diverse, ma concettualmente ana- 
loghe, in numerosi capitoli della Matematica. 

In questa esposizione noi ci proponiamo di seguire l’evo- 
luzione che la teoria delle equazioni differenziali a derivate 
parziali ha subito sotto l’influsso dello sviluppo del Calcolo delle 
Variazioni. L'’influsso è stato enorme: persino le equazioni 
differenziali oggi vengono scritte in una forma diversa da quella 
classica la quale risente del concetto di variazione prima. 

Noi indicheremo, a grandi linee, le tappe di questa evolu- 
zione che — è nostra impressione — hanno importanza fonda- 
mentale non solo in Analisi, ma hanno importanza anche per 
una più chiara interpretazione matematica dei fenomeni fisici. 


I. — Ad ogni problema relativo ad integrali multipli rego- 
lari del Calcolo delle Variazioni viene legato un problema rela- 
tivo all’equazione di Eulero che è un’equazione differenziale 
alle derivate parziali di tipo ellittico. Sfruttando questo legame, 
Gauss e successivamente Dirichlet e poi Riemann tentarono 
di dedurre l’esistenza della soluzione di un problema al contorno 
per un’equazione differenziale da un problema di Calcolo delle 
Variazioni. 

Dalla considerazione della funzione che fornisce il minimo 
dell’integrale 


D(u) -f |grad «|?dx 
Q 


fra le funzioni che assumono valori assegnati al bordo di 0, 
essi tentarono di risolvere il problema di Dirichlet, fondamen- 
tale della Fisica-Matematica classica, consistente nel determinare 
una funzione armonica nel dominio £ assegnati che siano i suoi 
valori sul bordo 02 di 2, utilizzando il fatto che l’equazione di 
Eulero dell’integrale (di Dirichlet) D(u) è l'equazione di Laplace. 
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Sebbene suggestivo e fisicamente convincente questo pro- 
cedimento, designato come principio di minimo, fu sottoposto 
ad una poderosa critica da Weierstrass secondo la quale l’esi- 
stenza del minimo di D(v) non è una cosa ovvia. 

Anche quando questa critica fu faticosamente superata, 
un'altra se ne aggiunse ad opera di Hadamard il quale costruì 
un esempio per mostrare che se i valori al contorno sono sol- 
tanto continui allora D(u) può non assumere mai valori finiti. 
Questo esempio mostra che il principio di minimo non può 
condurre a risolvere il problema di Dirichlet quando i dati 
al contorno sono soltanto continui. 

Queste critiche spinsero illustri Matematici a cercare pro- 
cedimenti diversi per risolvere il problema di Dirichlet e consi- 
derevoli progressi furono fatti da Neumann, Schwarz, Poincaré, 
Perron, Kellogg, Wiener ecc. Con procedimenti diversi, essi 
provarono l’esistenza di una funzione armonica con valori 
continui prefissati al contorno. I risultati furono dapprima rela- 
tivi al caso di domini particolari, poi Wiener [43, 44] riuscì 
ad assegnare le condizioni necessarie e sufficienti sui punti del 
contorno (condizioni di regolarità) perchè esista una soluzione 
continua in corrispondenza di ogni arbitraria funzione continua 
assegnata sulla frontiera, la soluzione assumendo in modo 
continuo i dati sulla frontiera. Per un'esposizione di questi 
metodi si possono consultare i trattati di Goursat [14], di Courant- 
Hilbert [7] ed il testo di Kellogg [17]. 

D'altra parte, altri matematici si posero il problema di 
indagare in qual modo si potesse superare, nel principio di 
minimo, lo scoglio della critica di Weierstrass. 

Dopo un tentativo di C. Arzelà [3] (il lavoro fu pubblicato 
come tentativo ritenuto non del tutto inutile) il principio di 
minimo fu ripreso da Hilbert [15], Beppo Levi [20], Fubini [t1], 
Zaremba [45], Nikodym [3], etc. 

Il problema era quello di definire una classe funzionale 
per la quale fosse possibile dare significato alla nozione di valore 
al contorno e che nello stesso tempo fosse completa rispetto 
alla seminorma definita da [D(u)]F2. 
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Si trattava, per questo, di rivedere il concetto di funzione 
e di derivata quale era fissato dal calcolo differenziale classico. 

Non era, del resto, la prima volta che il concetto di fun- 
zione doveva essere rivisto in modo da dare ad esso una portata 
più ampia. 

Non possiamo qui descrivere tutti i vari contributi arre- 
cati da questi Autori nè quelli successivi, più sistematici di 
Tonelli [41], di Morrey [25, 27] e di numerosi altri; diremo che 
lo spazio opportuno è quello che si ottiene completando rispetto 
alla norma ||u||z: +([D(4)]!? lo spazio C*(Q) delle funzioni 
derivabili con continuità. Si ottiene così uno spazio di funzioni 
le quali sono di quadrato sommabile insieme con le derivate 
prime, intese queste in un senso debole. Indicheremo questo 
spazio con H*(£). La descrizione di questo spazio come « com- 
pletamento » dello spazio delle funzioni di C 1(Q) si deve a Frie- 
drichs [9] ed a Sobolev [33]. Esso è, a sua volta un sottospazio 
di quello più vasto delle distribuzioni e le derivazioni sono da 
intendersi proprio nel senso di questa teoria. 

Rispetto al problema considerato questo spazio appare 
come l’analogo dei numeri reali nel confronto con i numeri 
razionali. 

Le funzioni di questa classe non sono necessariamente 
continue e pertanto l'operazione di valori al contorno o di 
traccia sulla frontiera deve essere considerato, anch'esso, come 
un completamento della traccia nel caso di funzioni deriva- 
bili con continuità. 

Questa considerazione si collega con la seconda critica 
mossa al principio di minimo da Hadamard. L'operazione di 
traccia su 22 trasforma H*(2) in uno spazio di funzioni defi- 
nite sulla frontiera di 29, che indicheremo con €, il quale è 
stato caratterizzato anche intrinsecamente quando la frontiera 
di 2 è suffcientemente regolare da Aronszajn [2], da Prodi 
[31], etc. Detto spazio © non contiene lo spazio delle funzioni 
continue su 22. Con il principio di minimo è quindi possibile 
risolvere il problema di Dirichlet solo quando i valori al con- 
torno appartengono a ©. 
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Ci tornerà utile in seguito l'osservazione che lo spazio © 
è denso nello spazio delle funzioni continue su 20 (con la 
norma di questo secondo spazio). Infatti, ogni funzione con- 
tinua su 92 può essere approssimata uniformemente su 92 
da polinomi le cui tracce su 29 ovviamente apparten- 
gono a ©. 

Un'altra osservazione che torna utile fare è che H*(2), a 
differenza dello spazio delle funzioni derivabili con continuità, 
è chiuso rispetto all’operazione di troncamento; cioè se w è 
una funzione di H'(92) anche la funzione che si ottiene tron- 
cando « superiormente o inferiormente al livello £ appartiene 
ad H*(92). Da questa osservazione discende, con ragionamento 
puramente variazionale, il principio di massimo per le funzioni 
armoniche [35, $ 2]. 

Se v è una funzione armonica in H 3(92) si ha: 


max |u|= max |u|. 
02 


Infatti se max |u| = © è finito allora la funzione v, otte- 
02 


nuta troncando % superiormente a ® ed inferiormente a —-D 
è una funzione ammissibile che fornisce all’integrale D(v) un 
valore non superiore a D(u). Poichè la minimizzante è unica, 
si deduce chela funzione così ottenuta non può differire dalla 
% stessa, e quindi: — D=u=®. 

Consideriamo ora dei valori continui sulla frontiera di un 
dominio limitato e del resto qualunque. Approssimiamo questi 
con valori x,, appartenenti allo spazio © a ciascuno dei quali 
corrisponde mediante il principio di minimo una funzione 
armonica %m. A causa del principio di massimo su richiamato, 
{Um} converge uniformemente ad una funzione limite che è 
armonica in 2, la quale resta associata univocamente ai valori 
continui prefissati sulla frontiera. 

Così il principio di minimo insieme al principio di massimo 
risolve il problema, considerato da Perron, Wiener etc.,. di 
associare ad ogni dato continuo sulla frontiera di un qualunque 
dominio una ben determinata funzione armonica. 
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Si presenta ora il problema di sapere se la funzione armo- 
nica così associata ai valori continui sulla frontiera assume 
questi in modo continuo. Che in generale questo non sia il caso 
fu provato da un esempio del Lebesgue. Diremo allora che un 
punto frontiera y è regolare se, detta B(4) la funzione armonica 
associata ai valori al contorno /, si ha per ogni 4 continua su 02 

lim B(4) = 4(y) 
+y 

La caratterizzazione dei punti regolari è legata al problema 
della capacità di un insieme che può essere anche trattato in 
modo variazionale. 

Soffermiamoci un rnomento su di esso. Sia S una sfera 
fissata che considereremo come spazio ambiente e sia E un in- 
sieme chiuso interno ad S. 

Consideriamo l’insieme & delle funzioni « di H*(2), nulle 
su 0%, tali che w= 1 su E [21, $ 4). Si pone 


cap E i D(u) 
vu 


(Si dimostra che esiste il minimo di questo problema varia- 
zionale e tale minimo è ottenuto da una funzione v di & che 
prende il nome di potenziale capacitario. Essa è una funzione, 


uguale ad 1 su E, che soddisfa la condizione 
f grad u Xx grad g dx=0 
Id 


per ogni funzione g di H*(2), nulla su @2' e non negativa su 
E. Ne segue allora che esiste una misura positiva u, detta 
distribuzione capacitaria, tale che 


rad u x grad gdx = d 
Se Uu Xx grad g fed 


per ogni g di H*(2), nulla su 02. Cioè, nel senso della teoria 
delle distribuzioni, il potenziale capacitario v (o di equilibrio) 
soddisfa l'equazione 

Au. 
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ove u è la distribuzione capacitaria avente il suo supporto sulla 
frontiera di E. Inoltre si ha: 


capi:E:= {du 


Questo problema, che traduce analiticamente il problema 
dell'equilibrio delle cariche elettriche distribuite su un condut- 
tore, fu trattato rigorosamente, con un diverso procedimento 
variazionale, da Frostman [10]. Esso differisce dagli ordinari 
problemi di Calcolo delle Variazioni perchè la minimante non 
è «interna» ma di « frontiera ». 

Ritornando allora alla questione di regolarità per il pro- 
blema di Dirichlet, si può dimostrare che un punto y della 
frontiera di un dominio £ è regolare se e solo se il potenziale 
capacitario degli insiemi CN I(y, 0) (CQ è il complementare 
di £ ed I(y, 0) è la sfera di centro nel punto y e raggio 0) è 
continua nel punto y per ogni o sufficientemente piccolo. 

Wiener [43, 44] ha dimostrato che: 


Detta c(r) la capacità dell'insieme E, = (£ — 2)N0I(y,7) 
il punto y è regolare se e solo se 


[etna ="4-..00 


n essendo la dimensione dello spazio ambiente. 


Il problema di estendere questo risultato ad equazioni 
di tipo ellittico del secondo ordine è stato studiato da vari 
Autori. Citiamo Puschel, Tautz, Olginik ed Hervé (rinviamo 
ad [21] per la bibliografia). Recentemente in un lavoro in col- 
laborazione W. Littman, H. Weinberger e me stesso [21] ab- 
biamo considerato il problema di Dirichlet per la equazione: (3) 


Lu= — (Gijttx,)x, ==:0 


quando i coefficienti sono supposti essere soltanto funzioni 
limitate e misurabili, (4; = 4;;), soddisfacenti la condizione 
Î î 


(1) Il simbolo di sommatoria è sottinteso qui e nel seguito. 
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di ellitticità: 
co |El= agGtj = c|E|? (0 ‘costante = 1). 


Assegnati i valori al contorno continui, si dimostra, in 
modo analogo a quanto detto precedentemente nel caso del 
Laplaciano, che esiste una ed una sola soluzione dell’equazione 
Lu = 0 associata ad essi. Per soluzione si deve intendere qui 
una funzione « che sia in H*(2°), per ogni £' che appartenga 
con la sua chiusura ad 2, la quale soddisfi la relazione 


ao 


per ogni funzione @ indefinitamente derivabile ed a supporto 
contenuto in 2. Una tale funzione, per un fondamentale teo- 
rema di De Giorgi [8] (vedi anche [28]), è una funzione continua 
(anzi hòlderiana) nell'interno di 2. 

Il fatto che la soluzione è continua nell’interno di Q fa 
ripresentare anche qui l'analogo problema di sapere se la solu- 
zione assume in modo continuo i valori al contorno che l’hanno 
determinata. Si tratta cioè di studiare la regolarità dei punti 
frontiera rispetto all’equazione: L(u) = 0. Nel lavoro citato 
abbiamo dimostrato che un punto frontiera è regolare rispetto 
all’equazione L(u) = 0 se e solo se esso è regolare rispetto al 
Laplaciano. In altre parole la condizione di Wiener è neces- 
saria e sufficiente perchè assegnati comunque dati al contorno 
continui la soluzione ad essi corrispondente li assuma in modo 
continuo sul contorno. 

Non possiamo qui entrare nei particolari delle dimostra- 
zioni necessarie per giungere a questo risultato. Diremo péèrò 
che abbiamo dovuto utilizzare a fondo i recenti risultati rela- 
tivi alle equazioni ellittiche del secondo ordine a coefficienti 
discontinui; oltre al risultato di De Giorgi, già citato, abbiamo 
dovuto utilizzare l'estensione di questo alla frontiera per equa- 
zioni non omogenee dovuto a C. B. Morrey [26] e a me stesso 
[36], e anche una profonda estensione della classica disugua- 
glianza di Harnack dovuta a Moser [28]. Ricorderemo però 
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qualche risultato al quale siamo giunti. Primo fra tutti, ab- 
biamo dimostrato che, per il problema di Dirichlet relativo i 
all'operatore L(u), esiste una funzione di Green continua fuorif* 
del polo e dotata di derivate prime sommabili con ogni espo- 
nente minore di n/(n — 1) [21, $ 6]. Due funzioni di Green: 
81(%, y) e g2(x, y) relative allo stesso polo e a due operatori 
ellittici L,ue Lu sono tali che, in ogni compatto di 2, si ha: 


o<m=g:(%, y)/g.(x,y))<=M<4+ o 


dove m e M sono due costanti dipendenti solo dal compatto 
considerato e dalle costanti di ellitticità. Ne segue che la fun- 
zione di Green relativa ad ogni operatore del tipo L(u) ha nel 
polo y esattamente la stessa singolarità polare, come nel caso 
del laplaciano, di ordine n — 2 [21, $ 7]. 

Di più, abbiamo dimostrato che è possibile definire la solu- 
zione del problema di Dirichlet, con valori nulli al contorno, 
per l’equazione: 

L(u) = u 


essendo w una misura a variazione limitata. La soluzione è data 
dalla formula: 


13) = fg, )d10) 


essendo g(x, y) la funzione di Green dell'operatore L(v). Queste 
proprietà permettono di dimostrare che se la distribuzione 
capacitaria degl’insiemi CQNI (y, e) sono continue nel punto 
y, rispetto ad un operatore L(u) altrettanto avviene rispetto 
ad ogni altro operatore ellittico dello stesso tipo. 

Aperta è la questione di estendere il risultato agli opera- 
tori del tipo L(u) con termini di ordine inferiore. 


2. — Ma il principio di minimo si presta a studiare una 
più vasta classe di problemi al contorno per equazioni lineari 
e non lineari. 

Il tempo non ci permette di addentrarci negli sviluppi 
della teoria delle equazioni non lineari ottenuti, con metodi 
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non variazionali, da S. Bernstein, Schauder, Caccioppoli, Leray, 
Morrey, Nirenberg etc. (si veda per un'esposizione [24]). Questa 
teoria delle equazioni ha fornito anche notevoli risultati di 
Calcolo delle Variazioni. Ma difficoltà sorsero quando si tentò 
di estendere questi risultati alle equazioni in più di due variabili. 
Per ricordare invece alcuni sviluppi nell’indirizzo varia- 
zionali, dobbiamo dire che fra i primi a vedere una vasta pos- 
sibilità di applicazione del principio di minimo fu il Fubini, i 
cui lavori sull'argomento, per quanto poco noti, contengono 
molte idee che sono state sviluppate solo più recentemente. 
Ma chi pose alla base dello studio dei problemi della Fisica- 
matematica, in modo sistematico, il metodo di minimo, fu 
la scuola di Hilbert con Courant, Friedrichs e Lewy [6]. I risul- 
tati di questa scuola sono esposti nel ben noto trattato di 
Courant di cui sta uscendo un’ampliata edizione in inglese [7]. 
In Italia il Calcolo delle Variazioni ebbe un fortissimo svi- 
luppo ad opera di L. Tonelli che vi introdusse la nozione di 
semicontinuità. I suoi interessi però furono rivolti a problemi 
di natura più geometrica che analitica. Ricordo ancora le sue 
chiare lezioni sul Calcolo delle Variazioni. I nuovi metodi, 
Egli diceva, hanno reso il Calcolo delle Variazioni indipen- 
dente dalla teoria delle equazioni differenziali. Questa afferma- 
zione è ancora vera, ma oggi, possiamo aggiungere, la teoria 
delle equazioni differenziali si avvale ormai dei metodi del 
Calcolo delle Variazioni. 
‘ Sia f(x, u, $) una funzione di 2n + 1.variabili dove x = (x, 
%2, «1, n) € d = (Pr, dz, «.., du) definita e continua con le derivate 
per x variabile in un dominio £ e per v, $ variabili comunque. 
Sia inoltre la forma quadratica 


fop(x, u, PIE; 


definita positiva per tutti i valori di x, vu, $ e consideriamo l’in- 
tegrale multiplo regolare 


I(u) -[S@ u, grad u)dx. 


11 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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La variazione prima di tale integrale è: 
© f_ {ut u, PIU + fo, 4,4) (0) de = 0 
e l'equazione di Eulero è: 


() Flo, (%,4, P) - fu(a, 1%, $) = 0 


la quale è un’equazione del secondo ordine non lineare di tipo 
ellittico. 
Se, più specificatamente, supponiamo che 


(3) c|ER=/x,(up)EE&=c|p;c=1, 


i metodi diretti del Calcolo delle Variazioni provano l’esistenza 
di almeno una minimante in ogni classe di funzioni di H 1(02) 
che sia chiusa rispetto alla convergenza debole di H 3(92). Sono, 
ad esempio, chiuse rispetto alla convergenza debole di H (0): 


1) la classe di funzioni che assumono valori assegnati 
su 09, 


2) la classe delle funzioni che assumono valori asse- 
gnati su una porzione d,2 di 29, 


3) la classe di tutte le funzioni di 4*(0). 


Una tale funzione minimizzante fornisce una soluzione 
«debole » 1) del problema di Dirichlet, 2) del problema misto 
di Dirichlet-Neumann, 3) del problema di Neumann. Questo 
significa che una funzione minimizzante annulla la variazione 
prima (1) per ogni du tale che sia 1) nulla sul contorno, 2) nulla 
su 02, 3) arbitraria. 

Il problema che a questo punto nasce è quello della rego- 
larizzazione di tali soluzioni deboli. Si tratta cioè di sapere 
quando una tale soluzione è una soluzione nel senso classico 
della parola. Si inserisce qui anche una famosa congettura di 
Hilbert secondo cui una soluzione di un tale problema con 
dati analitici è analitica. In realtà la formulazione di questa 
congettura di Hilbert non si riferiva a tali soluzioni deboli, 
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ma essa, come congettura, si può formulare anche per siffatte 
soluzioni. 

Un primo passo in questa direzione fu compiuto provando 
che le derivate prime della soluzione appartengono ad H*(°) 
per ogni compatto £' interno ad £2 [34]. Fu poi De Giorgi, che 
compì il passo decisivo nella risoluzione di questo problema [8]. 

Nel caso che la funzione f sia indipendente da x e da %, 
egli riuscì a provare, con metodi nuovi, che la soluzione debole 
è dotata di derivate prime hòlderiane nell’interno di 2. 

Dedurre di qui l'ulteriore regolarità della soluzione o anche 
provare la congettura di Hilbert è cosa divenuta ormai standard 
dopo i contributi. di numerosi matematici come Hopf [16], 
Morrey etc. 

Il risultato di De Giorgi può essere esteso al caso in cui 
f dipende anche da x e da «, utilizzando un risultato provato 
da C. B. Morrey [26] e da me stesso [36]. Ulteriori generaliz- 
zazioni sono state ottenute indipendentemente da C. B. Morrey 
[27 bis] e da Ladyzhenskaya e Ural’tseva [18, 19] quando, in 
luogo della (3), è verificata una condizione del tipo: 


(4) 0(1+ p°r=°=fpp,(, , d) Gt; = (1 + p?)7E|? 


dove 7T> — 1/2. 
| Vi sono problemi che sfuggono a questi risultati; ad esempio 
quello delle superfici minime dove 


=G+par. 


Questo problema rientra invece in alcuni risultati che sono 
stati recentemente trovati indipendentemente da Gilbarg [13] 
e da me stesso [35]. Fra questi ricorderò il seguente: 

Esiste una minimante regolare dell’integrale: 


È; (grad «)dx 


nella classe delle funzioni lipschitziane in £ che assumono 
valori al contorno abbastanza regolari sotto l’ipotesi che {(}) 
sia convessa ed 2 sia un dominio convesso. 
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Questo risultato costituisce un’estensione a più dimensioni 
di un classico teorema di Haar. 

Con un procedimento di approssimazione, come quello 
considerato nella prima parte per le equazioni lineari, sarebbe 
possibile attenuare le ipotesi di regolarità sui dati al con- 
torno. 

Il metodo di minimo ha però la limitazione di potersi 
applicare soltanto alle equazioni che sono equazioni di Eulero, 
cioè del tipo (2). Ma è possibile definire in modo analogo le 
soluzioni « deboli » di un.problema al contorno, con condi- 
zioni al contorno nulle, di un’equazione generale quasi lineare 
del tipo: 


(6) — ge (et grad n) + al, 4, grad n) = 0. 


Indichiamo con H3(2) il sottospazio delle funzioni di 
H*(9) che sono nulle su 22 e sia V una qualunque varietà 
tale che (algebricamente e topologicamente): 


H3(0)cVCH'(Q). 


Si dice che « è soluzione di un problema al contorno per 
l'equazione (5) se: «EV e inoltre 


(6) J gli u, grad u)v,, + a(x, u, grad u)v}dx = 0 


per ogni vEV. È ovvio che questa definizione è una evidente 
generalizzazione della variazione prima di un integrale mul- 
tiplo, e allo stadio attuale è il più naturale modo di tradurre 
in termini matematici i problemi della Fisica-Matematica. 

Osserviamo che la relazione (6) assorbe sia l'equazione (5), 
che si ottiene con integrazione per parti restringendo v a variare 
in Hs(£), sia le condizioni al contorno del problema. 

Nel caso V = Hi(2), cioè per il problema di Dirichlet, 
recentemente risultati in proposito sono stati ottenuti da Ladyz- 
henskaya e Ural’teva [18, 19]. 








at, 
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Consideriamo il caso che le funzioni a ed 4; siano funzioni 
lineari cioè che si abbia: 


(9) J Aaa), + dia), + {di(a)ts, + Cold = 
sn J {ci(a)u,, + fu)da . 
Q 


L'esistenza della soluzione debole si può studiare in di- 
versi modi. Essi sostanzialmente poggiano sul metodo delle 
proiezioni ortogonali che è intimamente legato ad una formula- 
zione generalizzata del principio di minimo. Anche il teorema 
di Hahn-Banach può essere utilizzato allo stesso scopo. 

Osserviamo qui che un’equazione del secondo ordine a 
coefficienti regolari può essere sempre posta sotto la forma 
variazionale (7). Ciò non è più vero se i coefficienti dei termini 
di secondo grado sono discontinui. Le equazioni del tipo 


dijUx,x, + diux, + cu = f 


quando i coefficienti 4;; sono misurabili e limitati rimangono an- 
cora avvolte nel mistero se il numero delle variabili supera due. 

Invece per le equazioni del tipo (7) anche se i coefficienti 
aj sono supposti misurabili e limitati e gli altri coefficienti 
ed i termini noti sono supposti essere di opportune potenze 
sommabili, risultati nuovi sono stati ottenuti da C. B. Morrey 
[26] nel caso del problema di Dirichlet e da me stesso nel caso 
generale qui considerato [36]. Proprietà di sommabilità, di 
limitatezza e di hòlderianità della soluzione sono state studiate 
[37, 38, 39, 40]. Recentemente alcuni di questi risultati sono 
stati oggetto di una nota di Miranda [23]. 


3. — Ci siamo fino ad ora limitati a considerare problemi 
relativi ad equazioni del secondo ordine, ma non si può, seppur 
rapidamente, non accennare agli sviluppi della teoria delle 
equazioni di ordine superiore, iniziati una decina di anni fa 
con un lavoro di Gàrding sul problema di Dirichlet [12]. 
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A questo scopo premettiamo qualche notazione. Se e 
= (41, #2, ..., Un) è un sistema di indici non negativi, porremo 


T olkl 


Se na 
dr i — Dt pz Dun 
Dr = Dr= Dt Da. DI Un) dxt'oxt? ... Gal 


VOX 





dove |u|=u1+u2+.. + n. 
Indichiamo con H”(9) il completamento delle funzioni in- 
definitamente derivabili in 2 rispetto alla norma 


Ilullemo= Y |Dex|lz:0) 


lalsm 


e con H5(2) la chiusura in H”(2) delle funzioni, indefinita- 
mente derivabili con supporto compatto in Q. 
Consideriamo un operatore differenziale della forma 


Au= Y (— 1)'0DP(apg(x)Dew) 


ed associamo ad esso la forma 
a(u, v) = apg (x)DluDbvdx 
Utet) (3a pa (3) 
Sia ora V una varietà lineare chiusa tale che 
Hy(0) c V c H"Q); 


diremo che: xEV soddisfa un problema al contorno con dati 
omogenei al contorno per l’equazione 


Am 
dove f, ad esempio, è di quadrato sommabile se 
au, v) = / fv dx 
JI Q 


per ogni veV. 
Si dimostra che la condizione 


Re {a(v, v)}= a ||v||ym9) (a > 0) 
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per ogni v di V, è sufficiente ad assicurare l’esistenza di una 
soluzione debole del problema. 

Gli sviluppi della teoria.sono stati così rapidi ed abbondanti 
che è impossibile seguirli qui nello scorcio di tempo di una 
conferenza. 

Ricorderemo soltanto che nelle ipotesi che i coefficienti 
ed il dominio siano regolari è possibile conseguire la regola- 
rizzazione della soluzione utilizzando il metodo di Nirenberg 
[29]. Utilizzando metodi di dualità, di interpolazioni e di con- 
tinuità è possibile passare da risultati relativi a soluzioni va- 
riazionali (con norma in H”*(2) finita) a risultati di tipo non 
variazionali. 

Oltre ai risultati di Agmon, Douglis e Nirenberg [1], ulte- 
riori risultati sono stati recentemente ottenuti da Schechter 
e da Lions e Magenes (per un'esposizione si veda [22], parte II). 
Ancora più recenti risultati tendono a considerare il problema 
quando alcune delle condizioni di regolarità richieste non sono 
soddisfatte. Agmon mi ha comunicato di avere risultati rela- 
tivi al caso che il dominio £ abbia la frontiera con « spigoli ». 

Molto promettente di risultati sembra lo studio dei pro- 
blemi al contorno per equazioni quasi lineari di ordine supe- 
riore. A mio parere sarebbe molto interessante indagare le 
condizioni di semicontinuità nei casi che le equazioni proven- 
gano da un integrale multiplo dipendente dalle derivate di 
ordine superiore; i risultati noti in proposito sembrano ancora 
frammentari. i 

Con metodi diversi recentemente il problema dell’esistenza 
delle soluzioni deboli è stato iniziato in alcune note dei Doklady 
da Visik [42]. Altri risultati sono in via di pubblicazione ad 
opera di Browder. Citeremo fra i risultati di quest’ultimo il 
seguente [5], relativo agli operatori della forma 


Au= La (— 1)!9l DI {apg(x, , ..., D"u) Dbu} 
[p|.lalsm 


dove, per semplicità, supponiamo i coefficienti oltre che rego- 
lari limitati al variare comunque dei suoi argomenti. 


È il 
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Consideriamo la forma non lineare 


a(u, v) = È Apg(X, U, ..., Du) DtuD9v 
lal,1B13m 


e supponiamo che la seguente condizione sia soddisfatta. 


+00 
Esiste una funzione non decrescente c(r) con f c(1)dr = 
I 


= + co tale che, per ogni coppia di funzioni u, v; in V si abbia 
Re {alu, u— ur) — au, u — ur)}=c(max ||w]}ym ||x|}ym)- 
«|| n Sa Ur||7xm . 


Allora, se f è una funzione di quadrato sommabile esiste 
una soluzione debole del problema al contorno relativo alla 
varietà V fissata. Più precisamente esiste una funzione uEV 
tale che, per ogni v in V, si abbia 


alu, 0) = JP dx . 


Come si vede questa condizione è una generalizzazione 
di quella citata prima nel caso di equazioni lineari. 

Ulteriori risultati relativi ad una classe molto più vasta 
della precedente sono stati ottenuti da F. Browder. In questa 
nuova impostazione vengono incluse anche le equazioni di 
Eulero di integrali multipli dipendenti dalle derivate di ordine 
superiore [4]. E per finire ricorderemo che S. Smale ha recente- 
mente esteso la teoria di M. Morse alle equazioni non lineari 
alle derivate parziali, affrontando con metodi differenti lo 
studio del problema di Dirichlet [32]. 
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Sur le problème de Riemann-Hilbert. 


Résumé. — On propose une modification de la méthode de G. D. Birk- 
hoff pour la résolution du problèome de Riemann-Hilbert à N con- 
tours. 


I. - Au tome II des Miscellanea Taurinensia Joseph- 
Louis Lagrange publiait son «Essai d’une nouvelle méthode 
pour déterminer les maxima et les minima des formules inté- 
grales définies », Mémoire célèbre qui se situe à l'origine méme 
du Calcul des Variations; et, pour illustrer la portée et la fécon- 
dité des ses méthodes, l’auteur montrait dans un Appendice 
qu'elles s’appliquent aux maximums et aux minimums des 
intégrales doubles, par exemple au problème de «trouver la 
surface qui est la moindre de toutes celles qui ont un périmètre 
donné ». C’était le problème qu’on appelle aujourd’hui «le pro- 
blème de Plateau », en mémoire du physicien belge qui l’a abordé 
expérimentalement. Du résultat de Lagrange il suivait aussitòt 
que la surface qui répond è la question doit satisfaire è une 
équation aux dérivées partielles du second ordre. 

Après les beaux travaux de Monge et de Legendre sur 
cette équation, Weierstrass reprenait le problème de Lagrange 
pour les polygones gauches /°. Il établissait que les coordonnées 
rectangulaires d’un point de la surface sont de la forme 


I a rc: — H%x)]dx = x =Ri ft6:) +.H*(x)]dx, 


di R2 [MA Md, 
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où G(x) et H(x) sont les solutions d’une équation différentielle 
linéaire du second ordre, solutions dont le groupe de mono- 
dromie 8 se construit aisément à partir de l’orientation des 
còtés de /. La détermination de G et H è partir de 6 (les points 
singuliers étant donnés) n'est autre que le problème de Rie- 
mann; nous voudrions apporter dans cette Note une contri- 
bution è la résolution effective de ce problème. 


2. — Rappelons d’abord quelques faits classiques. Le pro- 
blème de Riemann peut étre formulé comme suit: étant donnés, 
dans le plan complexe (x) N points tr, ..., ty reliés par une 
courbe C fermée, sans point double, sur laquelle les 7; se suc- 
cèdent dans l’ordre croissant des indices (fw: = tr), déterminer 
deux matrices carrées d’ordre m, F+(x) et F-(x) holomorphes 
respectivement à l’intérieur et à l’extérieur de C (F-(x) pou- 
vant étre méromorphe en x = 00) et telles que 


(1) F+(x) = AF (2), (x € C), 


la matrice carrée, d’ordre m, A(x) étant définie sur C et coin- 
cidant sur l’arc t;_;; de C avec une matrice constante 4;. 

Dans le cas du problème de Plateau on a m = 2 et les A; 
définissent des symétries autour des còtés de / les AA 
constituent une base de S. Pour résoudre ce problème (avec 
m = 2) on dispose de trois méthodes, à notre connaissance; 
elles sont dues à M. Plemelj [1], à G. D. Birkhoff [2] et à nous- 
méme [3]. Nous ne nous occuperons ici que de la méthode de 
de Birkhoff. 


3. — Birkhoff suppose essentiellement que la courbe C est 
analytique, et il résout d’abord un problème préliminaire (pro- 
blème de Riemann-Hilbert). Ce problème s’énonce comme 
celui de Riemann, à cela près que A(x) est définie et continue 
sur C(|A(x)|] #0; x€C); Birkhoff suppose méme que A(x) 
est analytique sur C, sauf en un nombre fini de points, où 
elle possède une infinité de dérivées. Nous avons montré d’ail- 
leurs [4] que, pour résoudre le problème, il suffit de supposer 
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que A(x) satisfait à une condition de Lipschitz sur la courbe C, 
supposée sans singularité. 

Soit alors 7(x) une fonction holomorphe sur C et telle 
que sur Clt(x)] =1; (x) représente un anneau o-1= |t]= 
=g(0> 1) sur une couronne du plan (x). Birkhoff forme les 
équations matricielles 


| F+(x) — F-(x) = t0(x)A(x)G+(x), 


(I) (x EC) 


i Î G- (2) — G+(2) = 1PA(x)F-(x) — e 


aux inconnues F*+(x), F-(x), G+(x), G-(x) (les indices supé- 
rieurs + et — signifiant, ici et dans ce numéro, l’holomorphie 
à l’intérieur et à l’extérieur de C; $ désigne un entier > 0 et 
e la matrice-unité); et il observe que ces équations entraînent 
sur C 


F+(x) = 1°(2)A(2)[G-(2) + e] 


c'est-à-dire une équation de la forme (2,1). Or les propriétés 
d’intégrales de Cauchy des types 








I TP(2)a(2)g+(2) 

(2) 290 di zZ—-% da. 
T_( 1-?(2)ala)g- (8) 

6) 2911 J c z2—-% n 


où a(z) est lipschitzienne sur C et l’emploi de la méthode des 
approximations successives permettent de résoudre les équa- 
tions (1). La convergence des approximations résulte des iné- 
galités suivantes: si f-(x) [resp. /+(x)] désignent les intégrales (2) 
[resp. (3)] pour x extérieur [resp. intérieur] è C, on a 


max |f7(x)] < 7 max |g+(x)], 
xEC xEC 


max [f+(x)] < n max |g-(2)|, 
xEC xEC 


n pouvant étre choisi arbitrairement petit, pourvu que $ soit 
pris assez grand (indépendamment de g*(x) ou de (2). 
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De méme, les propriétés de l’intégrale de Cauchy per- 
mettent de trouver deux fonctions 0*+(x) et 0-(x) telles que 
sur C 


0+(x) — 0-(x) = log t(x) — log(x — 0), 


(c, intérieur à C), d’où 
e-90*@)F+(2) = A(x) (x — oPe PG" (2) + e) 
On a ainsi une première solution 
Fi(x)=e-#0F+(x), Fr=(2)=(x— 0)fe-P00[G-()+0] 


de l’équation (2,1); et en multipliant à droite Fj(x) et F7() 
par une matrice rationnelle convenablement choisie, R(x), on 
peut former une nouvelle solution Fi(x)R(x), F:(x)R(x) nor- 
malisée, c’est-à-dire de déterminants non nuls, ni sur C, ni 
en dehors de C. 


4. — Pour déduire de la résolution du problème de Rie- 
mann-Hilbert celle du problème primitif P de Riemann, 
G. D. Birkhoff introduit un problème de Riemann-Hilbert 
généralisé Py que nous énoncerons ainsi: 


Etant donnés dans le plan complexe (x)NN courbes fer- 
mées analytiques, sans points doubles et extérieures les unes 
aux autres, soient C,,..., Cy, il s'agit de trouver N matrices 
carrées d’ordre m, Fi}(x),..., Fi(x) holomorphes respective- 
ment dans les régions R;, ..., Rw intérieures respectivement à 
Ci, ..., Cn, et une matrice carrée d’ordre m, F-(x), uniforme 
et holomorphe dans la région R extérieure aux C (et pouvant 
étre méromorphe en x = 00) telles que 


F; (x) = @j(x)F-() (ei: VB) 


a;(x) étant une matrice carrée d’ordre m définie sur C et y 
satisfaisant è une condition de Lipschitz. 

G. D. Birkhoff résout P en résolvant successivement un 
problème P; et un problème Py ([2], p. 537). Nous ne rappel- 
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lerons pas les détails de la méthode de Birkhoff; mais nous 
voudrions proposer ici une nouvelle méthode de résolution du 
problème généralisé Py. 


5. —- Pour résoudre Py, Birkhoff procède par récurrence 
en ramenant la résolution de Px,; (aux contours C;, ..., Cx 3) 
à celle de Px (aux contours Ci, ..., Cx) suivie de la résolution 
d'un problème P,. La méthode exige donc qu'on ait fait toutes 
les approximations nécessitées par P, avant de commencer 
celles du problème P,. Il n’y aurait d’ailleurs pas d’obstacle 
à instituer un algorithme qui effectuerait simultanément toutes 
les approximations, mais les déterminants des matrices appro- 
chées qui s’introduiraient pourraient s’annuler sur certains 
contours, et leur normalisation compliquerait la démonstration 
de convergence. Aussi, semble-t-il préférable d’appliquer la 
méthode suivante qui, au lieu d’étre une itération de la mé- 
thode employée pour P,, en constitue une généralisation. 


6. — Supposons qu'on ait déterminé pour chaque courbe 
C; la fonction t;(x) qui joue pour C; le méme réle que T(2) 
pour C ($ 3); soient 4;(x) une fonction définie et lipschitzienne 
sur C; et g;(z) une fonction holomorphe dans R; et continue 
sur C; (£= 1,2,..., N). L’intégrale. 


b(2)a;(2)et 
È) i [ FOA, 


za/—1 Bet 








définit deux fonctions analytiques distinctes f(x) ou f;(2), 
selon que x est respectivement intérieur à R;, ou è la réunion 
de R- et des R; (j + ?). Posons, dans R-: 


N 
() Fa=Y fa) 
pet 
et dans _R; 
N 
(3) Fi=Y f@+f@:; 
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les fonctions /;(%) (f +?) étant holomorphes le long de C; 
(sans point commun avec les autres C;), on a, pour: x € C;: 


(4) Fi (x) — F(2) = tP(2a;(2)g} (2) . 


La fonction F-(x), holomorphe dans R- et nulle à l’infini 
comme les f(x), est continue sur les C;; d’ailleurs, comme 
plus haut ( $ 3), on pourra choisir l’entier positif f assez grand 
pour que l’on ait quel que soit i(= 1, ..., N) 


max |j: (x)| = max [2} (x 
max lf (#)] = n max [g} (3) 


n étant un nombre > o arbitrairement petit. On aura ainsi, 
quel que soit j = (1,..., N) 


N 
(5) max |F-(l=) max[f(a)l= 
N 


N 
=) max =") max [gi (a). 


i=1 xEC 


D'autre part, si d;() est lipschitzienne sur C; et si f-(2) 
est holomorphe dans R- et continue sur les C;, l’intégrale 


(6) 1 È tiP(2)bi(2)f-(2) dz 


zaV—1 2—-% 








représente, suivant que x appartient à R; ou è la réunion de 
R- et des R; (f + ?), deux fonctions analytiques distinctes, 
g#(x) et g;(); et l’on a sur C;: 


(7) gi) — g7(2) = t7?(2b;(2)F (2), 
avec 
(8) DE Liza WF@i=samaxfF@)], @=1,.,M 


le dernier maximum étant atteint sur l’un des C; (j + î ou 
î =). Quitte à augmenter l’entier ) figurant dans (1) et (6) 
on pourra toujours supposer qu’il assure la validité des iné- 
galités (5) et (8). 


12 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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7. - Envisageons maintenant les équations matricielles 
(4) — {A = Magi (1) , 

| 9) gi) = Map) e 


(1) (FeCi = tr) 


que nous chercherons à vérifier par des matrices f;(%), gj (4), 
holomorphes dans R;, continues sur C;, et f-(4), g-(x), holo- 
morphes dans R-, continues sur les C;. 


Nous ferons les approximations successives, entièrement 
analogues à celles de G. D. Birkhoff pour P;: 


io fo =0, [ile (idioti 
que nous résoudrons par 
+ 


ila) =0=fc5(), gola =o0 et gila=e 


PUIS:* POLL Ae Cp et ea 


COS: STE ia Lane SNO rai. I (00 e Corp RI. RSI AI SOCIA TORA Sedi DIAZ. 


Posons, pour x EC; é.=1,2,..., N et n= 1,2 
(1a) — fin) = Pi), 50) — fa) = pad), 
gi) gini = ah, 950) - gr =. 
Il viendra, comme antérieurement, avec g};(*) = gi(x) = e: 

| PIA) — pi(#) = PAIA (0) , 
ail) — gi) = tar pr (1) . 
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Or, ces équations matricielles équivalent aux équations 


(2) Din, in(% a) > da, in(& Y= pete te (x x) DE di, jk(X )din-x,}h(%) , 


6) Gra) — dial = TY dilata), 


k=1 ; 
(ih =1,:.%) 


les d;;jx(x) étant les éléments de la matrice @;*(x). Pour ré- 
soudre ces équations, on résoudra par application de (6,1), 
(6,2), (6,3), (6,4) chacune des équations 


din) — Pina) = Air nre), (EC) 
et l’on prendra 
m 


Dingn(® =Lh Dinin(® Dain) <p Diin(X 


è 


et l'on appliquerait de méme (6,6) et (6,7) à la résolution des 
équations (3). 


La convergence des approximations s’établira au moyen 
e (6,5) et (6,8). Posons 


Iban) =du (ER) et dini) =du  (RER); 


on peut d’ailleurs prendre go = I. Il résulte alors de (6,5) et 
(6,8) appliquées aux équations (2) et (3)-que l’on pourra écrire, 
avec mm = À: 


di <NA, dz NA, da < N°383, da NI 
Sl da Pea Nnaan_i î Qu È Nnqzn X 
Si donc $ a été choisi assez grand pour que 
Nmintis= te, 


| les suites {f(x} et {gj.(x} et, par conséquent, les suites 
Yin} et g,(4)} convergeront absolument et uniformément 


180 RENÉ GARNIER 


sur les C;, ainsi que dans R- et R} respectivement, vers une 
solution des équations (1). 


8. — On déduit des équations (7,1) 
(1) fi (®) = tP(Ya;(2){g-(2) + e] (1 € Ci) ; 


or, comme au $ 3, on peut trouver deux fonctions 0}(x), 07(4), 
holomorphes respectivement è l’intérieur et à l’extérieur de Gi 
et telles que sur C; 


0; (x) — 0;(x) = log t;(4) — log (x — ci) 


1) 


(c; intérieur à C;). Posons 


on pourra écrire 


” 
Oi (x) — 0-(x) = logr:(x) — Ylog(x--c}), 
q=1 
et d’après (1) on aura obtenu une solution des équations (4,1) 


avec 
N 
Fia)=e-P%0f(), F-=]]-c)Me#yg-M+a, 
j=1 
solution qu’on normalisera ensuite comme l’a indiqué G. D. Birk- 
hoff. 
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WILLIAM PRAGER 


Unilateral Constraints 
in Mechanics of Continua. 





Abstract. The mechanical behavior of an elastic, perfectly locking 
solid is governed by a scalar function of the strain components, 
which is called the locking function. In a state of strain for which 
this function is negative, the solid responds in a purely elastic 
manner to all sufficiently small changes of stress. When the locking 
function vanishes, however, there exist changes of stress that will 
not produce any change of strain. This phenomenon is called lockhing. 
Finally, states of strain that render the locking function posttive 
cannot be attained. The present paper develops the theory of elastic, 
perfectly locking solids in greater generality than has been done 
so far. 


I. — INTRODUCTION. 


For è perfectly elastic solid under uniaxial stress, Hooke”s 
law stipulates strict proportionality between the axial stress 
and strain. Most solids begin to deviate from this idealized 
behavior far below their ultimate strength. With reference to 
the initial linearly elastic behavior, we shall characterize such 
a deviation as hardening if the stress increment required to 
produce a given increment of strain rises above the value 
observed in the linearly elastic range. The opposite behavior 
will be called softening. 

Plastic yielding under constant stress represents an extreme 
case of softening. For the corresponding extreme case of har- 
dening, this author introduced the term /ocking [1], [2]. The 
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present paper develops the theory of elastic, perfectly locking 
materials in greater generality than seems to have been done 
so far (see, for instance, Ref. [3], [4], [5]). 


2. — NOTATIONS AND CONSTITUTIVE LAW. 


In the following, lower case Latin subscripts take the 
range I, 2, 3, and the summation convention applies to repeated 
subscripts. The coordinates x; are rectangular and Cartesian, 
and differentiation. with respect to x; is indicated by the 
operator dì. 

As in the linear theory of elasticity, the displacement 
vector 4; and its vector gradient d;v; will be treated as infini- 
tesimal, so that the strain tensor is given by 


(251) &j= n (O;u; + djui) . 


The stress tensor will be denoted by c;;, and the vector 
of the body force per unit of volume by Fi. 

The mechanical behavior of an elastic, perfectly locking 
solid is governed by a function g(8;;) of the strain components, 
which will be called /ocking function. Locking can only occur 
in a state of strain for which this function vanishes. In states 
of strain for which the locking function is negative the solid 
responds in a purely elastic manner to any sufficiently small 
change of stress, and no state of strain can be attained for which 
this function would be positive. 

In the following, we shall regard the locking function g 
as a function of the nine strain components eri, €12, €13; E21 ««», 
€33 that involves symmetric components (e. g., er: and 81) 
in a symmetric manner. The hypersurface g = o in the nine- 
dimensional strain space with the rectangular Cartesian coor- 
dinates e;; will be called the /ocking locus; we shall assume it 
to be convex and to have continuously turning tangent plane. 

For brevity, the expressions « locking strain» and «non- 
locking strain » will be used to indicate states of strain that 
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are respectively represented by points on the locking locus or 
inside it. If e‘; is a locking strain and e';; a locking or non- 
locking strain, and the derivative 0g/0e; evaluated for e; = 
= e'ij is denoted by (0g/0e;;), it follows from the convexity 
of the locking locus that 


(2.2) (0g/dei;)' (cu — € “g) =0. 


The stress o;; associated with a locking strain will be written 
as the sum of the elastic stress x; and the /ocking stress Qij, 
and the following assumptions will be made concerning these 
symmetric tensors. 

The components of the elastic stress are linear forms in 
the strain components. The precise relations between the 
components of strain and elastic stress are not important 
for our discussion, but we shall repeatedly use the facts 
that they are one-to-one and that the doubly contracted pro- 
duct of an arbitrary strain tensor e; and the corresponding 
elastic stress tensor x;j is nonnegative and vanishes only if 
gjj=-0, Thus, 


(2.3) nijeij > 0 unless e;j= 0. 


From the point of view of analytical mechanics, the body 
force F; is an external force, while the elastic stress 7; has 
the nature of an internal force. In the formula expressing the 
principle of virtual ‘work, the terms involving external and 
internal forces appear with opposite signs. For example, for 
the typical volume element dV body force and elastic stress 
contribute the terms (Fidu; — w;jde;j)dV. In this sense, the 
locking stress o;j must be classified as the internal reaction to 
the unilateral constraint g(e;) =0 because it contributes the 
term — 0;jdejdV. 

Assuming this unilateral constraint to be workless, and 
keeping in mind that g;; represents an internal rather than 
an external reaction, we have 


(2.4) — Qijdeij =, 
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where de;; is an arbitrary virtual change of strain, and the 
strict inequality applies only to a change from a locking to 
a nonlocking state of strain. 

In a nonlocking state of strain, de;; is unrestricted and 
(2.4) furnishes g;; = o. In a locking state of strain, however, 
deij must satisfy * 


0g 


(2.5) eva 





dei; 0 


For virtual changes of strain with dg = o, it follows from 
(2.4) that g;; is proportional to dg/dg;j. Consideration of strain 
changes with dg < o then shows that the factor of proportion- 
ality is nonnegative. Thus, 


(2.6) satana. 
deij 
Note that the locking stress for a given locking state of 
strain is only determined to within a nonnegative factor. 


In view of (2.6), the convexity condition (2.2) may be 
written in the form 


(2.7) oij(cij — &j) =0, 


where the locking stress 0;j is associated with the locking strain 
£;j. Since 9;j may be defined as zero for nonlocking strains, 
(2.7) is valid for.arbitrary attainable strains e} and £;j. 

The inequality (2.7) may be used to show that the total 
stress c;j uniquely specifies the elastic and locking stresses. 
Indeed, let us assume that 0;; admits the decompositions 


(2.8) 0ij = %yj + gii = Mj + oi 


Collecting the elastic stresses on one side and the locking 
stresses on the other side of the equation and multiplying 
both sides by e; — ejj, we have 


(2.9) (ru; — sa5;) (6; — si) = — (o; — 05) (e — #;) 
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By (2.3), the left-hand side of (2.9) is nonnegative and 
vanishes only when e; = sj. By (2.7), however, the right- 
hand side of (2.9) is nonpositive. If a contradiction is to be 
avoided, both sides must vanish, that is, ejj = e, and hence 
zi; = ij. It follows then from (2.8) that ojj = g;;. 


Sea TYPICAL BOUNDARY VALUE PROBLEM. 


The following fairly general boundary value problem 
will be considered, which concerns the simply connected volume 
V with the regular surface S. At a typical element 4S of this 
surface, some components T, of the surface traction and the 
complementary components Ug of the surface displacement - 
are prescribed, the joint range of a and f being 1, 2, 3. (For 
example, in the classical torsion problem of Saint Venant, 
all three components of the surface tractions are required to 
vanish on the cylindrical surface of the twisted bar; at the 
plane end sections, the normal component of the surface traction 
is to vanish, while the tangential components of the surface 
displacement are to represent a relative rotation of the two 
end sections, which corresponds to the given angle of twist). 

If Ti, T are two systems of surface tractions, and U/, 
U;' two systems of surface displacements satisfying boundary 
conditions of this type, we have 


(3.1) (Ti-Ti)(Ui—U;)=o. 


Indeed, for any value of ? either the first or the second 
factor in (3.1) vanishes. 

From the data on the surface, the displacement field %; 
and the stress field c;j are to be determined throughout V 
subject to the following conditions. The stress field must satisfy 
the equations of equilibrium 


(3-2) do; + F,=0 in V 


(3.3) nioij= Tx on S, 
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where x; is the unit vector along the exterior normal of S and 
the subscript a assumes only the values corresponding to the 
prescribed components of the surface traction. The displace- 
ment field must satisfy the boundary condition 


(3.4) ug = Ug on $, 


where the subscript 8 assumes only the values corresponding 
to the prescribed displacement components. Finally, the stresses 
cij must be related to the strains derived from the displacements 
ui by means of a constitutive law of the form discussed in 
Section 2. 

A continuous stress field c;j with piecewise continuous 
first derivatives that is defined throughout V will be called 
statically admissible with reference to the considered boundary 
value problem if it satisfies (3.2) and (3.3). Similarly, a contin- 
uous displacement field with piecewise continuous first deriv- 
atives that is defined throughout V will be called Rinemazically 
admissible if (3.4) is satisfied and the corresponding strains 
do nowhere cause the locking function to assume positive 
values. 

Let 0; be a statically admissible stress field and T — 
= nio the corresponding surface tractions.  Furthermore, 
let u{? be a kinematically admissible displacement field and 
e and U(? the corresponding strains and surface displacements. 
The principle of virtual work applied to the statical quantities 
oi, T° on one hand and the kinematical quantities u?, ei, 
U?. on the other hand furnishes the relation 


(3.5) J TIWU(RAS + J FjuPdV — I oPeMV = 0, 


which will be frequently used in the following discussion. 

To investigate to what extent the solution of our boundary 
value problem is unique, let us assume that ‘there exist two 
solutions 0; %;, e; and 0;;, ;', e;j. Since these correspond 
to the same body force, and since the stress field 0; — 0; 
is statically admissible and the displacement field wj— w;' 
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is kinematically admissible, the relation (3.5) applied to these 
fields furnishes 


(60) f(;— TM) (U;— U;)AS— flo; — oi) (ei — eV =o. 


The first integral in this relation vanishes by (3.1), and 
we have 


(37) fino ei mar =. 


Decomposing the stresses in the integrand I of (3.7) into 
elastic and locking stresses, we see that 


(3.8) L= (mi; — nij) (ei — ei) + (0; — ci) (eg — ij) =0 


because both ternis of the sum in (3.8) are nonnegative by 
(2.3) and (2.7). For (3.7) to be satisfied, the integrand / must 
. vanish identically, and this. implies e = ejj by (2.3). The 
solution of our boundary value problem is therefore unique as 
far as the strain field and hence the elastic stress field are 
concerned. The displacement field is only determined to within 
a rigid body displacement, but the boundary conditions on 
displacements will in many cases preclude the superposition 
of a rigid body displacement. Where locking bccurs, the locking 
stresses and hence the total stresses are not necessarily unique. 


ero MINIMUM PRINCIPLE FOR DISPLACEMENTS. 


Considering a kinematically admissible displacement field 
uè, denote the corresponding surface displacements, strains, 
and elastic stresses by U?, e, and xj. The expression 


(41) Ho= / + agegdV — |T2U2dS — f F;utdV , 


in which, for each surface element, the subscript a ranges through 
the values corresponding to prescribed components of the surface 
traction, is then a functional of the displacement field uî. 
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Denoting the displacement fields of two solutions by w; and 
ui, we now prove that the corresponding values H and H' 
of the functional (4.1) are equal and smaller than H° unless 
the strain field #$; is identical with the unique strain field of 
the solutions. 

Indeed, the solutions u; and vj have identical strain fields 
gij = eij and hence identical fields of elastic stress x; = 
= nij. Accordingly, 


(4.2) H_—-H'= — fr, — Ug)dS — fest u;)dV . 

We may increase the first integrand iù (4.2) by the van- 
ishing term 7g(Ug — Ug), where the subscript $ ranges through 
the values corresponding to prescribed components of the 
surface displacement. Thus, 

(43) H-H=— J T;(U; — Uj)ds — J F;(u; — uf)dV = — 


= Gij(Eij a. 8;)dV =o0, 


where (3.5) has been used in the transition from the first to 
the second line. In a similar manner, one finds 


(4.4) H°- H = [Ae 
where 
(4.5) BAR mega — Tijeij — 20j(£%; —_ 8ij). 


Setting o; = zij + gij in (4.5) and using Betti's. reci- 
procity theorem according to which fe; = je, one obtains 


(4.6) = 24= (n; 2a) (e — ci) + 206 — eg) =0 


because the two terms of the sum on the right-hand side of 
(4.6) are nonnegative by (2.3) and (2.7). It follows from (4.4) 
and (4.6) that H°= H. For H° and H to be equal, the non- 
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negative integrand in (4.4) must vanish identically and this 
implies #9} = ejj by (2.3). We thus have the following minimum 
principle: Among all kinematically admissible displacement 
fields, the displacement fields of the solutions to our boundary 
value problem minimize the functional (4.1). 


Bio MAXIMUM PRINCIPLE FOR STRESSES. 


Considering a statically admissible stress field o, let 
T} be the corresponding surface traction, x? and 9} the elastic 
and locking stresses, which are uniquely specified by o} [see 
the discussion following (2.8)], and e} the associated strains, 


which follow uniquely from aj. The expression 
(5.1) K* — frpuws a 3 fs + 05)egdV , 


in which, for each surface element, the subscript f ranges through 
the values corresponding to the prescribed components of the 
surface displacement, is then a functional of the stress field 
of. Denoting the stress fields of two solutions by o; and ci; 
and employing the same steps as in Section 4, one readily proves 
that the corresponding values K and K' of the functional (5.1) 
are equal and greater than K* unless the strain field e} is identical 
with the unique strain field of the solutions. We thus have 
the following maximum principle: Of all statically admissible 
stress fields, the stress fields of the solutions to our boundary 
value problem maximize the functional (5.1). 


6. — GENERALIZATIONS. 


The preceding results for elastic, perfectly locking solids 
can be generalized in several ways. 

Firstly, instead of constitutive laws involving the stres- 
ses and unilaterally restricted strains we may consider laws 
involving the stresses and unilaterally restricted strain rates. 
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Non-Newtonian liquids of this kind were first mentioned by 
this author [6] and comprehensively treated by Varley [7] 
and Ziegler [8]. 

Secondly, the general duality between statical and kine- 
matical variables in mechanics of continua suggests the con- 
sideration of constitutive laws that involve the strains or the 
strain rates and unilaterally restricted stresses. Although a 
unilateral restriction on stresses may be interpreted as a yield 
limit, the dual of the elastic, perfectly locking' solid is not 
the elastic, perfectly plastic solid usually considered in the 
mathematical theory of plasticity (see, for instance, Ref. [9]) 
but a generalization of the solid on which Hencky [10] based 
his theory of plasticity. 
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Variational methods in aeronautics. 


Summary. — A general survey is presented of the problems of optimum 


trajectories of aircraft, missiles, satellites, and spaceships. Since 
these questions fall under the mathematical scheme covered by the 
Mayer formulation of the calculus of variations, the Mayer pro- 
blem is reviewed first: it considers the set of m derivated functions 
Va(x) and n nonderivated functions zg(x) which satisfy r diffe- 
rential constraints and no more than 2m + 1 boundary condi- 
tions; among these functions, one has to find that particular set 
which extremizes (i.e., minimizes or maximizes) the difference 
AG between the end values of an arbitrarily specified function 
G(x, Ya). In connection with the Maver problem, the Euler-La- 
grange equations, the corner conditions, the transversality condi- 
tion, the Legendre-Clebsch condition, and the Weierstrass con- 
dition are discussed. 

Then, a vehicle flying in\a great-circle plane is considered 
subject to aerodynamic forces, gravitational forces, and thrust; it 
îis recognized that the most general trajectory problem involves three 
degrees of freedom respectively associated with the programming 
of the lift, the thrust direction, and the thrust modulus. The two- 
point boundary value problem arising from the simultaneous inte- 
gration of the set of constraining equations and Euler equations 
is discussed. Concerning the thrust direction, it is shown that the 
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tangent of the angle between the thrust and the velocity equals the 
derivative of the drag with respect to the lift. Regarding the thrust 
modulus, it is shown that the optimum program includes maximum 
thrust subarcs, variable thrust subarcs, and zero thrust subarcs; 
the number of these subarcs and their sequence are governed by the 
properties of the switching function. 

Next, constrained trajectories are considered, that iîs, traiec- 
tories in which the vehicle is required not only to satisfy the custo- 
mary kinematic and dynamic relationships but also any two addi- 
tional constraints involving all of the variables of the problem. 
These constrained trajectories are characterized by one degree of 
freedom whose physical nature depends on the constraints imposed. 
In connection with these constrained trajectories, several subclasses 
are considered within the broad frame of three main problems: 
quasi-steady flight over a flat Earth, nonsteady flight over a flat 
Earth, and nonsteady flight over a spherical Earth. A wide variety 
of analytical solutions pertaining to the fight paths of gliders, 
turbojet, turbofan, or ramjet aircraft, and rocket-powered vehicles 
îs presented. 


I. INTRODUCTION. 


The object of this lecture, which has been prepared at 
the invitation of the Academy of Sciences of Turin, is to survey 
the calculus of variations as applied to aerospace engineering. 
At the onset, several problem areas exist where variational 
techniques are employed, for instance: applied aerodynamics 
through the study of the optimum shapes of aircraft and mis- 
sile components [Ref. 1], elasticity through the study of the 
structures having minimum weight [Ref. 2], and flight mecha- 
nics through the study of the optimum trajectories of aircraft, 
missiles, satellites, and spaceships [Ref. 3]. Because of time and 
space considerations, only flight mechanics applications are 
reviewed here. 

Flight mechanics is that branch of the aerospace sciences 
whose scope at large is to determine the performance of a 
vehicle which moves under the effect of the gravitational forces, 
the aerodynamic forces, and the propulsive forces (the term 
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vehicle is employed here in a general sense and, depending on 
the particular case, may denote aircraft, missile, satellite, or 
spaceship). A particular, but important, aspect of this study 
is the analysis of the conditions under which the performance 
is optimum. 

In the years preceding World War II, it was commonly 
believed that flight mechanics had reached a conclusive and , 
rather stagnant stage of development. The progress achieved 
in the last twenty years has disproved this belief. In fact, the 
advent of jet propulsion systems and the associated increase 
in flight velocities have generated a wealth of problems in ap- 
plied mathematics which cannot be handled by conventional 
methods of performance analysis. Among these problems, 
those concerned with the optimum flight conditions are discus- 
sed here. 

‘Physically speaking, there are two main classes of optimum 
problems in flight mechanics: problems of quasi-steady flight 
and problems of nonsteady flight, that is, problems where the 
inertia terms can be neglected in the dynamical equations and 
problems where they cannot. Regardless of the steadiness or 
nonsteadiness of the motion, the determination of optimum 
flight programs requires the study of functional forms which 
depend on the flight path integrally, rather than locally. Thus, 
the calculus of variations is of primary importance in flight me- 
chanics, even though there are certain simplified problems of 
quasi-steady flight which are amenable to treatment by the 
simpler methods of the ordinary theory of maxima and minima. 
However, since all of the optimum problems of flight mechanics 
can be handled by means of the calculus of variations, it follows 
that the most economical and general theory of the optimum 
flight paths is a variational theory. The results relative to 
quasi-steady flight can be obtained as a particular case of those 
pertinent to nonsteady flight by letting the acceleration terms 
appearing in the equations of motion decrease, tending to 
zero in the limit. 
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2. HISTORICAL SKETCH. 


Although the systematic application of the calculus of 
variations to flight mechanics is quite recent, it is of interest to 
note that Goddard [Ref. 4] recognized the calculus of variations 
as an important tool in the performance analysis of rockets in 
a paper published nearly half a century ago. Hamel [Ref. 5], on 
the other hand, formulated the problem of the optimum burning 
program for vertical flight nearly one-third of a century ago. 

Despite these sporadic attempts, the need for an entirely 
new approach to the problem of optimum aircraft performance 
was realized by the Germans only during World War II; in 
particular, Lippisch [Ref. 6] investigated the most economic 
climb of a rocket-powered aircraft and shed considerable light 
on a new class of problems of the mechanics of flight. In the 
years following World War II, the optimum climbing program 
of turbojet aircraft attracted considerable interest and was 
investigated in a highly simplified form by Lush [Ref. 7] and 
Miele [Ref. 8] with techniques other than the indirect methods 
of the calculus of variations. 

A short time later, a rigorous variational formulation of 
the problem of the optimum flight paths became possible due 
to the work of Cicala [Refs. 9 and 10], Garfinkel [Ref. 11], and 
Hestenes [Ref. 12] on the formulations of Bolza, Mayer, and 
Lagrange. Subsequent developments were due to Breakwell 
[Ref. 13], Fried [Ref. 14], Lawden [Refs. 15 and 16], Leitmann 
[Refs. 17 and 18], and Miele [Rel. 19 and 20]. It must be noted 
that, while the indirect methods of the calculus of variations 
are of fundamental importance in solving extremal problems, 
several other optimization techniques have been employed in 
recent years, more specifically, Bellman’s theory of dynamic 
programming [Ref. 21], Kelley's gradient theory [Ref. 22], 
and Miele’s theory of linear integrals using Green’s theorem 
[Refs. 23 through 25]. It must also be noted that, for the limiting 
case of flight with negligible acceleration, the calculus of variations 
and the ordinary theory of maxima and minima yield identical 
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results [Ref. 26]; consequently, a greatly simplified approach to 
the problem of the optimum quasi-steady flight paths is pos- 
sible, if the method of the Lagrange multipliers is employed 
[Ref=sazk 

Since the literature on the subject is quite extensive, it is 
not possible in this short space to present a detailed account 
of every problem which has been treated so far. Consequently, 
we shall proceed along the following lines. First, the most ge- 
neral problem of the calculus of variations in one independent 
variable is reviewed, and the main necessary conditions for the 
extremum are presented. Then, the problem of the optimum 
flight path is formulated for both unconstrained and constrained 
trajectories in connection with a vehicle subject: to gravitational 
forces, aerodynamic forces, and thrust. Finally, several parti- 
cular examples are demonstrated. For simplicity, the nonsteady 
flight over a spherical Earth is considered; the results relative 
to the nonsteady flight over a flat Earth and those pertaining 
to the quasi-steady flight over a flat Earth are a specialization 
of the general theory. 


3. THE PROBLEM OF MAYER. 


The most general problems of the calculus of variations in 
one independent variable are the problems of Lagrange, Mayer, 
and Bolza. The first deals with the extremization of a line inte- 
gral, the second with the extremization of a function of the 
end coordinates, and the third with the extremization of the 
sum of a line integral and a function of the end coordinates. 
These three problems are theoretically equivalent in that any 
one of them can be transformed into another by a change of 
coordinates. For the purposes of this paper, we shall refer to 
the problem of Mayer only and shall formulate it as follows: 
«Consider the class of derivated functions (functions whose 
derivatives are present in the problem) 


(1) Ya = Va (4) d=-Lji.. Mm 
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and nonderivated functions (functions whose derivatives are 
not present in the problem) 


(2) zg = 2g (x) EZIO 
satisfying the constraints 

(3) Py (X, Var Va 2a) = 0 y=1, ...,7 
which involve 

(4) famtn—r 


degrees of freedom. Assuming that these functions must be 
consistent with the separated end conditions 


Wu (Xi, Vai) =0 dis ipa d 
(5) 
Va (df Va) 0 (RSS CRESCI | 


find that special set such that the functional form 


(6) I=([G(x, valli 


is minimized ». In the above relations, the dot sign denotes a 
derivative with respect to the independent variable, the subscript 
t stands for initial point, and the subscript / stands for final point. 
Furthermore, the numbers m, n, $, g, 7 satisfy the inequalities 


mtn_—-r>0 
(7) 
DEM A MATT PG RIMASTE 


3.1. Euler-Lagrange Equations. — The problem formulated 
above can be treated in a simple and elegant manner if the 
variable Lagrange multipliers 


(8) Ay=ÀAy (2) Vert got 


are introduced and if the following expression, called the fun- 
damental function, is formed: 


(9) F= di AyPy . 
WET 
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It is known that the extremal arc, the special curve extre- 
mizing the functional I, must satisfy not only Egs. (3) but also 
the Euler-Lagrange equations [Ref. 28] 





d faP>- EL. si 
pgr da Va = a=1,...,M 
(10) 
dF 
we Pt ,n 


The differential system composed, of the constraining equa- 
tions (3) and the Euler-Lagrange equations (10) includes m + 
++? equations and unknowns; consequently, its solution 
yields the m + n» dependent variables and the 7 Lagrange multi- 
pliers simultaneously. 


3.2. First Integral\ — A mathematical consequence of the 
Euler-Lagrange equations is the differential relationship 


d (x. 0F a 
(11) (a) E_o 
a=1 
Consequently, for problems where the fundamental function 


is formally independent of x, the following first integral is 
valid: 


Co. 00F 
I2 a 37 6 
(12) È TA 
where C is a constant. 


3.3. Corner Conditions. — There are many variational pro- 
blems which are characterized by discontinuous solutions, that 
is, solutions in which one or more of the derivatives yy expe- 
riences jumps at a finite number of points. These points are 
called corner points; the entire solution is still called the extre- 
mal arc, while each component portion is called a subarc. When 
discontinuities occur, a mathematical criterion is needed to 
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join the different portions of the extremal arc. This criterion 
is supplied by the Erdmann-Weierstrass corner condition 


(13) s(Dair)a -La($ don =o 


which must be satisfied by the differences 4 (...) between quanti- 
ties evaluated after the corner and before the corner for every 
system of variations imposed on the location of the corner point. 
Hence, if no restriction is imposed on the location of a corner 
point, the corner conditions require that 


0 0F OF 
(14) a(Zidr)co. 4(5-)=0 Cd COSIO 7 


If the fundamental function is formally independent of 
x, Eq. (13) reduces to 








da dF 
(15) ACdx — d A (F) òy = 0 
and Egs. (14) to 
(16) AC=097 A($-)=° OSIO 


which means that the integration constant of the first integral 
(12) has the same value for all the subarcs composing the 
extremal arc. 


3.4. Transversality Condition. — The system composed of 
the constraining equations and the Euler-Lagrange equations is 
subjected to 27m + 2 boundary conditions. Of these, ) + 9g 


are supplied by Egs. (5) and 2m+2— 9 — q by the trans- 
versality condition 


È.:...0F md «| 
(17) | sa (£ Va a) da + > È Lon =0 
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which is to be satisfied identically for all systems of variations 
consistent with Egs. (5). For the particular case in which the 
fundamental function is formally independent of x, the trans- 
versality condition reduces to 


m Î 
18 OG — Còx + ib 
Ùy 
go=I 24 Ù 


3.5. Legendre-Clebsch and Weterstrass Conditions. — After 
an extremal arc has been determined, it is necessary to investi- 
gate whether the functional / attains a maximum or a minimum 
value. In this connection, the necessary conditions due to 
Weierstrass and to Legendre and Clebsch are of considerable 
assistance. Even though both of these conditions have a local 
nature, they differ insofar as the former refers to a system of 
strong variations while the latter pertains to a system of weak 
variations. Hence, the Legendre-Clebsch condition is a conse- 
quence of. the Weierstrass condition. 

Analytically, the Weierstrass condition states that the 
functional I attains a minimum if the following inequality 
is satisfied at all points of the extremal arc: 





mtn 9F 
(19) AF — di Do Au; = 0 


t=I 


for all systems of strong variations 4u; consistent with the 
constraining equations (3) with the understanding that 


U=%V1, Uz=%V2, SEROStt 3 Um = Ym 
(20) 
Umyi = ZI , Umy2 = 42 PRETRCAR SEI ’ Umyn = En . 


Because of Egs. (3), (9), and (10-2), the Weierstrass condition 
is equivalent to 


ù Mm 
(21) >A ci AVa=0. 





On the other hand, if a system of weak variations du; is con- 
sidered and a Maclaurin expansion is employed, Ineq. (19) 
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reduces to the Legendre-Clebsch condition 
mtn mtn °F 


a du;du; 


du;du; = 0 
q=1 j=I 


which must be satisfied for all systems of weak variations consi- 
stent with the constraining equations (3), that is, with 





(23) — dui = 0 RR 

It must be noted that the Weierstrass condition and the 
Legendre-Clebsch condition are only necessary conditions for 
a relative minimum and that the development of the complete 
sufficiency proof requires that the Jacobi-Mayer condition be 
satisfied. It must also be noted that, for most problems having 
engineering interest, the Legendre-Clebsch condition yields the 
same information as the Weierstrass condition (1); furthermore, 
the investigation of the Jacobi-Mayer condition is not easily 
accomplished. Consequently, the practicing engineer is often 
forced to rely on the Legendre-Clebsch condition alone in order 
to distinguish a relative minimum from a relative maximum. 
Even though the results obtained in this way are by no means 
complete, physical reasoning in combination with the numerical 
investigation of neighboring paths allows one in most cases 
to be certain that the solution obtained by the combined use 
of the Euler-Lagrange equations and the Legendre-Clebsch 
condition yields a relative minimum for the functional under 
consideration. 


4. EQUATIONS OF MOTION. 


Consider a vehicle moving in a great circle plane over a 
spherical Earth subject to the following forces (Fig. 1): the 
drag D, the lift L, the thrust 7, and the weight W which is 
the product of the instantaneous mass m and the local acceler- 


(1) This statement is not necessarily true for every problem. 
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ation of gravity g. Assume that the drag function has the 
form 


(24) D:i=PahWL) 







SN 
Flight path 


;N 
\ Horizon 


Fig. 1. 


Coordinate system. 


where % is the altitude and V the velocity and that the thrust 
and the mass flow of fuel are functions of the following type: 


(25) BET AE) 


where x denotes a variable controlling the engine performance 
and is called the engine control parameter, the thrust control 
parameter, or the power setting. As an example, x can be 
identified with the rotor speed N or the corrected rotor speed 
Nx of a turbojet or a turbofan engine, with the fuel-to-airratio 
or the corrected fuel-to-air ratio ue of a ramjet engihe, and 
with the combustion chamber pressure %. or the propellant 
mass flow 8 of a rocket engine [Ref. 29]. Also, assume that the 
variation of the acceleration of gravity with the altitude % is 
represented by the inverse square law 


(26) 8 = go (5) 








(27) 
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in which ro denotes the radius of the Earth and go the accele- 
ration of gravity at sea level. 

With these considerations in mind, the equations governing 
the nonsteady flight in a great circle plane are given by 


| g=X- Vcosy=o0 


ene: 
To +. h 


g.=h-Vsiny=o0 





E 0 
m 
Sg EE V _Lk,Tsine SE 
w=I+(4 n 87 queen an + 20 cosg=0 


\ g=mMm+B=o0 


where X denotes a curvilinear coordinate measured on the 
surface of the Earth, y the inclination of the trajectory with 
respect to the local horizon, e the inclination of the thrust with 
respect to the velocity, @ the angular velocity of the Earth 
with respect to the Fixed Stars, g the smaller of the two angles 
which the polar axis forms with the perpendicular to the plane 
of motion, and the dot sign a derivative with respect to time. 
The sign preceding the Coriolis acceleration term in Eq. (27-4) 
is negative for motion in the same sense as that of the Earth's 
rotation and positive for motion in the opposite sense. 

Notice that the thrust modulus cannot have any arbitrary 
value in flight but only those values which are bounded by a 
lower limit and an upper limit. If it is assumed that the lower 
limit is ideally zero, Eqs. (27) must be completed by the two- 
sided inequality constraint 


(28) Ol (Va =La (he V) 


which can be replaced by the equality constraint 


(29) va T.(Ta Ta =0 
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where a denotes a real variable. By this device, a modification 
of one originally due to Valentine [Ref. 30], a variational problem 
involving an inequality constraint is reduced to the same ma- 
thematical model which is useful for solving problems where 
all the constraints are represented by equalities. 


5a UNCONSTRAINED OPTIMUM TRAJECTORIES. 


The system composed of the equations (27) and (29) involves 
one independent variable, the time #, and the nine dependent 
variables X, 4, V, y, m, L, e, x, a. This system has three degrees 
of freedom, as is logical in view of the possibility of controlling 
the time history of the lift, the thrust direction, and the thrust 
modulus [Ref. 29]. Consequently, some optimum requirement 
can be imposed on the flight trajectory. Among the nine depen- 
dent variables, five of them (X, 4, V, y, m) are derivated and 
four (L, e, x, a) are nonderivated. Consequently, meaningful 
end conditions have the form 


Wu (ti Xx, hi, Vi, vi, mi) = 0 u=1I,. P 
(30) 
vv (Xp, hp, Vi, y;, m) = 0 v=1,...,9 


where f= 6, g=6, and fp+qg= 11. After the functional to 
be extremized is written as 


(31) I=[G4X,h,V,y,m)} 


the variational problem of the Mayer type is formulated as follows: 
«In the class of functions X (6), #.(6), V (4), y (0), m(6), L (0), 
e (t), x(t), a (t) which are consistent with the equations (27) 
and (29) and with the end conditions (30), find that special 
set such that the functional (31) is minimized.». This general 
problem involves as a particular case almost every extremal 
problem of the mechanics of flight. Thus, if the quantity to be 
minimized is the time, we set G = #. On the other hand, if the 
propellant consumption is to be minimized, we set G= — m. 
Finally, if the range is to be maximized, we set G = — X. 
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5.1. Euler-Lagrange Equations. — By proceeding in the 
same manner as in Section 3, the variable Lagrange multipliers 








(32) A, = Ay(t) PET 
are introduced ‘and the fundamental function is written as 
follows: 
. r, È R 
(33) E =A(X _ RR V c087) + A.(64— Vsiny) + 
+ 4; (+ A e La EL 

È È BE SÙ L4Tsine 

+4} +(£ 7 87 TER F20cosp|+ 





+ As (+ Pd TE. 


Hence, the optimum path is described by the equations of 
motion plus the following set of Euler-Lagrange equations: 





| dg 
| 
i, = A co V cos y + 
Video * (ro + 4)? y 
ULI, 1 /0D OT 
+4(f-sinr+ (7 ose) + 
dg cosy V cos y sine OT 
+2|d LASESI ole mV - dh 


(34) 


dg 4 
i st 


cos y — Z2siny + —— (ip 


4 i Ea i Tr PI 


OD OT 


PVARIENTVA cos ) * 





| +1|- (4 ++ 


| IP ni 9 


STI 
» (7) 


+ 3637 (ITm — 1°) 
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; Ù ; 
da v(1 FEDI _ 4,008 7) + A3gcosy + 


; V 
+ sin (27 -5 








Àà, = < (T.cos e — D) 27 (L + T sine) 


(34) osi me 
ne *-aL V 
i : d 
0=- (tasine—j008 2) 
19 A Ò, OT 
== (#08 + 4} sine) +4, Dpr (Tm — 21) 
o = — 2à6a 


The differential system composed of the constraining equa- 
tions and the Euler-Lagrange equations includes 15 equations and 
15 unknowns; consequently, its solution yields the 9g dependent 
variables and the 6 Lagrange multipliers simultaneously. 
Generally speaking, approximate methods of integration are 
needed, since analytical solutions are possible only in special 
cases. An additional complication arises from the fact that the 
variational problems of interest in aerospace engineering are 
always of the mixed boundary value type, that is; problems with 
conditions prescribed in part at the initial point and in part 
at the final point. Consequently, in the case where closed-form 
solutions cannot be obtained, trial-and-error techniques must 
be employed; they consist of guessing the missing initial condi- 
tions, integrating numerically the set of Euler-Lagrange equa- 
tions and constraining equations, and then determining the 
difference between the resulting final conditions and the speci- 
fied final conditions. Since these differences are in general not 
zero, the process must be repeated several times until these diffe- 
rences vanish, that is, until the specified final conditions are met; 
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in this connection, it is worth mentioning that analytical schemes 
have been developed [see, for instance, Ref. 31] in order to 
contain the number of iterations within reasonable limits (2). 
At any rate, while the integration process is far from being 
simple, some general conclusions concerning the programming 
of the thrust direction and the thrust modulus can be readily 
derived by inspection of the set of Euler-Lagrange equations. 


5.1.1. Thrust Direction Program. — We observe that the 
Euler-Lagrange equations (34-6) and (34-7) are linear and homo- 
geneous in the multipliers 43 and 44. Consequently, nontrivial 
solutions exist providing 


Le 
(35) a se 
sin e COS € 
that is, providing 
OD 
(36) e = arctan (T) 


For a parabolic polar, the drag function has the form 


an 2KE? 
(37) Da 73 C pogSV? an oSVi 


2 


(2) An alternative possibility consists of abandoning the indirect 
methods considered here and employing direct procedures, for instance, 
those discussed in Refs. 22 and 32. These direct procedures, which have 
been developed primarily in order to circumvent the mixed boundary 
value difficulties, have many computational merits; however, they only 
yield numerical solutions valid for particular problems. On the other 
hand, the indirect methods enable one to obtain general results valid 
for entire classes of problems, providing analytical solutions can be 
found; furthermore, even in the case where such solutions cannot be 
found, the indirect methods often supply important qualitative inform- 
ation on the nature of the extremal path—information which cannot 
be obtained by any of the existing direct procedures. 


alal: an ta 0143 
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where S is a reference area, 0 = o (4) the air density, Cpo = 
= Cpo (M) the zero-lift drag coefficient, K = K (M) the induced 
drag factor, M = V/a the Mach number, and a= a (4) the 
speed of sound. Hence, the optimum thrust direction is 
given by 


(38) e = arctan (2 KC7) 


where Cr = 2L/oSV? denotes the lift coefficient. Since K > 0, 
the thrust must be inclined in the direction of the lift (Fig. 2); 


e 
i 


- 
Li. 
_-T Flight path 








Fig. 2. 


Optimum thrust direction. 


this result is logical, since the creation of a normal component 
of the thrust reduces the amount of aerodynamic lift necessary 
to perform a certain maneuver and, therefore, reduce the indu- 
ced drag associated with that lift. For small angles, Eq. (38) 
can be approximated by the relation 


(39) e= 2KCr 
which, for the low subsonic regime, has a clear physical inter- 


pretation. Since the downwash angle associated with the lift 
coefficient C, is approximately given by 


(40) w = KCr 








VARIATIONAL METHODS IN AERONAUTICS 209 


one concludes that 
(41) e=20 
meaning that the optimum inclination of the thrust with respect 


to the velocity is twice the downwash angle associated with 
the flight condition under consideration. 


5.1.2. Thrust Modulus Program. — We observe that the 
Euler-Lagrange equation (34-9) admits the solutions 


(42) OTTO 0 
that is, the solutions 
(43) eso OPsd==0 ora lg 70% 


Therefore, the optimum thrust program includes maximum- 
thrust subarcs, coasting subarcs, and variable-thrust subarcs. 
The total number of these subarcs and their sequence depends 
on the boundary conditions of the problem. 


5.2. First Integral. — Owing to the fact that the funda- 
mental function is formally independent of the time, the Euler- 
Lagrange equations admit the first integral 








(44) V(a È sa pgesrt A. sin r) + 
+a (POSTE gsiny) + 
m 
+47 _ 4-)cosy + SS + 2@cosg| — 4;8 =C 
where C is a constant. 
5.3. Corner Conditions. — If no restriction is imposed on the 


location of a corner point, the corner conditions (16) are rewritten 
in the form 








(45) AC = 0 ’ Aà; A 5 Az 44, Aàs Er 


14 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 


e Resa Rella Sy Ar tt ai re A tai tt I 
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Therefore, the Lagrange multipliers 4, through 45 must be 
continuous at a junction point while this is not necessarily 
true for the multiplier Ag. Furthermore, the integration constant 
C has the same value for all of the subarcs composing the 
extremal arc. Since all the derivated variables are continuous, 
the first integral (44) requires that 


L4Tsine 


—D 
(46) dla SET pa TT 


— 4sb|= 0 


at every corner point. 


5.3.1. Lift Program. — Since the Euler-Lagrange equations 
must be satisfied both before and after the corner point, a 
discontinuity in the lift requires that the simultaneous conditions 


da 0D 
(47) 34D- AL =o, 2457) ds 
be satisfied. If the parabolic drag polar (37) is considered, one 
concludes that a discontinuity in the lift program is possible 
only at a point where the multipliers 43 and 4, vanish simul- 
taneously. 


5.3.2. Thrust Direction Program. — By an analogous 
reasoning, we see that a discontinuity in the thrust direction 
requires that the simultaneous conditions 


(48)  A34cose +4 Asine=o, Àz3 A sine — 97 cose = 0 
be satisfied. Since the determinant of the coefficients of the 
multipliers cannot vanish, we conclude that a discontinuity 
in the thrust direction program is possible only at a point where 
the multipliers 43 and %, vanish simultaneously. 


5.3.3. Thrust Modulus Program. — A discontinuity in the 
thrust modulus may occur providing that 


LT 








Agli 
(49) A cos e + IV sine — 4;8|=0. 
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Now, consider a rocket vehicle, assume that the thrust is a 
linear function of the propellant flow rate, and choose the pro- 
pellant flow rate to be the power setting. In other words, assume 
that 


(50) TPirWra PES 


where Vg is the equivalent exit velocity of the engine which is 
regarded to be constant. For this particular case, Eq. (49) 
can be rewritten in the form 





A3VE MVeE . Se, 
(51) Ap(ATE cos e + mp RE n) "0 





so that a discontinuity in the mass flow rate, and hence in the 
thrust, is possible only if 


V dg 
(52) 2 (4 COS 8 + gen e)— As =0 


before and after the corner point. 


5.4. Transversality Condition. — The system composed of the 
6 constraining equations and the 9 Euler-Lagrange equations is 
subject to 12 boundary conditions. Of these, $ + g are supplied 
by Egqs. (30) and 12 - $ - qg by the transversality condition 


(53) [0G — Còt + A:dX + A204h + A36V + A46y + Asòm]!= 0 


which is to be satisfied identically for the systems of variations 
consistent with Eqs. (30). In particular, if the G-function is 
such that 0G/0 = 0 and if no time condition is imposed on the 
trajectory, the integration constant has the value C = o. 


5.5. Legendre-Clebsch and Weierstrass Conditions. — The 
application of the Weierstrass condition to the problem under 
consideration shows that the functional I attains a minimum 
if the following inequality is satisfied: 


D—Tcose L+Tsine 
(54) sacro 4+ Ag =0 
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for every system of strong variations AL, Ae, Am. After it is 
recalled that 


(55) A [Ze IGASES — 12 a?)] coil 
the Weierstrass condition. can be rewritten in the form 


D'— Tcose L4-T:sine 
(56) Az SIEM 


and must be satisfied for every system of strong variations 
AL, Ag, Ax, Aa consistent with the sixth constraining equation. 
Upon expanding the left-hand side of this inequality into 
a Maclaurin series, and accounting for the Euler equations 
(34-6) through (34-9), we can derive the Legendre-Clebsch 
condition 


(57) _. i 7a (OL) + (% cos e + di sin ) (ds)? — 246 (da)? + 





TOP da 

-+ nr (A, 008 e + 3} sin 8) + 4575 Da + 
dsl OL 

+ A Tae (Tm 21) 246()| (dr)? =0 


which must be satisfied for every system of weak variations 
dL, de, dx, da consistent with the constraining equation (29), 
that is, consistent with 

OT 
(58) (Tm — 21) vr dt — 2ada = 0 . 
Furthermore, upon combining Ineq. (57) with Egs. (34-8) and 
(58) and eliminating the multiplier 46 and the variation da, one 
can rewrite the Legendre-Clebsch condition in the form 


#0] A(òL)? + B(de)? + C (0m)2=0 
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where 
| da 0°D 
I — m OL? 
a de 
B= (ta c0se+ j} sine) 
orco — 7 (05 cose + F/ sin e) +4 SÈ a 
LA d, d op 
+70 + Vin NE A 
ia 








#, 9T 
OT(0na * 2T(In-I1)@IT-=Tn) dn 


Since the variations dL, de, dr are independent, the Legendre- 
Clebsch condition is satisfied as long as 


(61) Ar20 cb = 0 00E=0 


5.5.1. Lift Program. — Owing to the fact that, for the pa- 
rabolic drag polar (37), 


Dl 4 
(02) dI rrgspa 0 


one sees that the lift program is optimum providing that 
(63) A3=0 


5.5.2. Thrust Direction Program. — After observing that 
T/m=o, we conclude that the thrust direction program is 
optimum providing that 


(64) À3 cos e + di sine=so. 


5.5.3. Thrust Modulus Program. — For this aspect of the 
problem, the conclusions depend on the characteristics of the 


214 ANGELO MIELE 


engine. For a rocket engine described by the relationships (50), 
the thrust program is optimum providing that 


Ve Mud 
(65) n h3 008 6 +-j} sine) ko 


for the maximum-thrust subarc, the variable-thrust subarc, 
and the zero-thrust subarc, respectively. For this reason, the 
left-hand side of Ineq. (65) is called the switching function. 


6. CONSTRAINED OPTIMUM TRAJECTORIES. 


In the previous section, optimum trajectories were investi- 
gated under the assumption that, in addition to the kinematic 
and dynamic relationships, a two-sided inequality constraint 
relative to the thrust modulus must be satisfied. In this section, 
we consider the case where the flight path is subjected to not only 
the previous constraints but also two additional constraints 
having the form 


ASI pLrceraa) 0 
(66) 
Bho E Fegid)i=—10, 


\ 


As an example, if the power setting is given, the equations 
of motion must be completed by the additional constraint a — 
— Const = o. As another example, if the path is flown at 
constant altitude, the equations of motion must be completed 
by either of the relationships 4 — Const = 0 or y= 0. As a 
third example, if the path is flown with a tangentially directed 
thrust, the further relationship e = 0 must be accounted for. 

When the additional constraints (66) are present, the 
number of degrees of freedom is reduced to one; consequently, 
the Euler-Lagrange equations are modified and, hence, the 
resulting optimum conditions are modified. While the associated 
optimum trajectories are less general than those considered in 
the previous section, they are nevertheless of considerable engi- 
neering interest. i 
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For these constrained trajectories, one logical course of 
action consists of deriving the optimum flight conditions in gene- 
ral accounting for the previous additional constraints and then 
specializing the results for particular cases, that is, for parti- 
cular forms of the functions A and 5. In this connection, the 
right-hand side of the fundamental function (33) is to be modi- 
fied by the term 


(67) 2 A + 3a B 

where 4, and 4g denote variable Lagrange multipliers. Further- 
more the right-hand sides of the Euler-Lagrange equations (34) 
are modified by the terms 


òB 
(68) Pai io ogg c#i.a 


where w; denotes the generic dependent, derivated or nonde- 
rivated, variable. In addition, the first integral (44), the corner 
conditions (45) and (46), and the Weierstrass condition (54) 
remain unchanged. Finally, if A and B are linear in the unknown 
functions, the Legendre-Clebsch condition (57) remains unchanged 
and must be satisfied for every system of weak variations 
ÒL, de, dr, da consistent with the constraining equation (58) 
as well as with the further constraining relationships 
id Mi Lic. de + Li dr +54 da =o 
(69) 


òB 
DE — òL PE E Ma: Sei +9 da=o. 


An alternate course of action consists of employing the addi- 
tional constraints in order to eliminate two of the dependent 
variables from the equations of motion and then deriving the 
optimum flight conditions directly for the particular case under 
consideration. These two courses of action are equivalent. 
For particular forms of the constraints. A and B, analytical 
results can be obtained and are summarized below. 
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6.1. Quasi-Steady Flight over a Flat Earth. — If a vehicle 
is moving in the dense portion of the atmosphere with a velocity 
which is small with respect to the satellite velocity and a 
negligible acceleration, the following simplifications can be 
employed: 





h koa 20V cos g 
LS rogo SI Lo ni 
(70) 1 
V 


Vy 
KI, —KI. 
80 > 80 $ 

Under these assumptions, several analytical solutions of inte- 
rest for aircraft performance can be obtained. Omitting ana- 
lytical details, some of ‘the relevant results are summarized 
below. 


6.1.1. Maximum Range of a Glider. — Consider the problem 
of maximizing the range of a glider for given terminal altitudes, 
the flight time being free. For this problem, the functional to 
be extremized and the left-hand sides of the additional con- 
straints (66) are written in the form 


(71) O de e ale a 


Inspection of the set of Euler-Lagrange equations shows that 
the Lagrange multipliers can be eliminated so that the following 
explicit form is obtained for the optimizing condition: 


(72) av 3°: 


Hence, the optimum flight program is achieved when the ae- 
rodynamic drag has a minimum with respect to the velocity for 
constant values of the altitude and the lift. For the parabolic 
drag polar (37) and small path inclinations, Eq. (72) yields 
the following relationship [Ref. 209]: 


2Mg0 _ x7,1/ CDo 2 + (Cpo)m 
73) ES Ve L 2 = (K)x 

















VARIATIONAL METHODS IN. AERONAUTICS 217 


which determines the instantaneous optimum Mach number 
versus the altitude and is plotted in Fig. 3 for a typical subsonic 
transport. In this equation, f = (4) is the local atmospheric 
pressure, £ the ratio of the specific heats, and the subscript M 
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Fig. 3. 


Typical glide performance for a subsonic transport. 


denotes the logarithmic derivative of a quantity with respect 
to the Mach number, that is, 


d log (...) 


(74) (...)m = dlogM 


For the low subsonic regime, this particular program requires 
that the dynamic pressure be kept constant, so that the angle 
of attack is constant. 


6.1.2. Maximum Endurance of a Glider. — For the problem 
of maximizing the endurance of a glider for given terminal alti- 
tudes, the range being free, we set 


(75) Get; At, B=f. 
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If the changes in the drag due to changes in the lift are ne- 
glected and the Lagrange multipliers are eliminated, the op- 
timizing condition becomes 


DV) _ 


(76) AU 


and can be interpreted as follows: the optimum flight program 
is achieved when the power required to overcome the aerody- 
namic drag is a minimum with respect to the velocity for con- 
stant values of the altitude and the lift. For the parabolic drag 
polar (37), Eq. (76) can be rewritten in the form [Ref. 20] 











20080 sl > + ( ana 


which is plotted in Fig. 3 for a typical subsonic transport. Once 
more, for the low subsonic regime, this program requires that 
the dynamic pressure be kept constant so that the angle of 
attack is constant. 


6.1.3. Maximum Range of a Turbojet ov Ramjet Aircraft in 
Level Flight. — Consider the problem of maximizing the range 
for a given fuel weight (the flight time being free) under the 
assumption that the trajectory is horizontal and the thrust is 
parallel to the velocity. After we set 


(78) G=—-X, A=y, B=e 
laborious manipulations permit the elimination of the Lagrange 
multipliers so that the following result is obtained: the optimum 


path includes subarcs 7 = 7,, and variable-thrust subarcs along 
which 


BIV T-D 
(79) I )o 
V I 


where / is the Jacobian determinant of the functions f/V and 
T — D calculated with respect to the velocity and the power 








VARIATIONAL METHODS IN AERONAUTICS 219 


setting. For a turbojet, turbofan, or ramjet engine, the following 
coefficients, of thrust and specific fuel consumption can be de- 
fined [Ref. 29]: i 


IAT] 111: aa 
ae 





(80) Ki 


where & is the ratio of the specific heats, $ is the local atmospheric 
pressure, 4 is the speed of sound, and the asterisk denotes 
quantities evaluated at the tropopause. These coefficients are 
functionally related to the Mach number and the power setting 
by the relationships 


(81) Ki=Ki(M,a, K.=K:(M,2) 


provided the power setting be identified with the corrected rotor 
speed N: of a turbojet or turbofan engine and the corrected 
fuel-to-air ratio us of a ramjet engine (3). With this under- 
standing and by disregarding the dependence of K.; on the 
power setting, one can rewrite Eq. (79) in the form [Ref. 209] 


2Mg0 _g2]/ Co 3/1 + (CpoKe)m 
dal et V K y 3= (KKom 








which determines the optimum Mach number for every instan- 
taneous weight and is plotted in Fig. 4 for a typical subsonic 
transport. 


6.1.4. Maximum Endurance of a Turbojet ov Ramjet Air- 
craft in Level Flight. — A modification of the previous problem 
consists of maximizing the flight time for a given fuel weight, 
the range being free. After setting 


(83) Gain bi 


(9) The corrected rotor speed is defined as N, = Na,/N,ma, where 
N is the actual rotor speed and N,,, the maximum rotor speed. The cor- 
rected fuel-to-air ratio is defined as 4, = u (ay/a)?, where is the actual 
fuel-to-air ratio. 
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we conclude that the optimum path includes subarcs T = Tm 
and variable-thrust subarcs along which 


B.T-D 
(84) ( )-o 
V TT 
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Fig. 4. 
Typical level flight performance for a subsonic transport. 


For a turbojet, turbofan, or ramjet engine, approximations 
identical with those of the previous section permit one to re- 
write Eq. (84) in the form [Ref. 29] 


2M80 _ 32 Co 24 (CpoKe)m 
(85) og V K VET 











which is plotted in Fig. 4 for a typical subsonic transport. 


6.1.5. Maximum Range of a Turbojet or Ramjet Aircraft 
at Constant Power Setting. — Consider the problem of maxi- 
mizing the range for a given fuel weight (the flight time being 
free) under the assumption that the trajectory is flown with 
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a constant power setting and the thrust parallel to the velocity. 
After setting 


I 
(Lo) 


(36) sN e in Const Di 
and assuming that 
(87) yv SI, mgoyl/D<t 


we see that the elimination of the Lagrange multipliers leads 
to the following explicit form for the optimizing condition: 


CTD 
(88) ( )-o 
V h 


If one considers a turbojet or turbofan aircraft operating in 
the isothermal stratosphere at constant rotor speed or a ramjet 
aircraft operating in the isothermal stratosphere at constant 
fuel-to-air ratio and if one uses the parabolic approximation (37), 
the following relationship can be obtained [Refs. 29 and 33]: 


6 + (Cpo/KK3Kî)m 


8 K = E o? n 
(89) 1 5 4 — (KKîKa)m 





Since the instantaneous weight is not present in Eq. (89), one 
concludes that the optimum flight program admits the solution 


(90) M==*Const 


In turn, inspection of the equations of motion shows that the 
constancy of the Mach number requires that 


(9I) mfp = Const 


everywhere along the flight path. Since the instantaneous 
weight decreases because of the consumption of fuel, the instan- 
taneous free-stream pressure must decrease as the flight pro- 
gresses. This is the same as stating that the flight altitude 
increases along the flight path. Hence, this particular technique 
is called the cruise climb. The altitude increase between the 
end points of a cruise climb depends only on the ratio & = (mj — 
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— mj)/m; of the fuel mass to the initial mass and is plotted 
in Fig. 5. Furthermore, comparison of the constant power 
setting technique and the constant altitude technique shows 
that the range ratio depends on & only provided the cor- 


























16 im 
12 1 

Ahx 10 

(fr) 
8 
4 
(o) 
(0) 0.1 0.2 t 0.3 0.4 0.5 
Fig. 5. 


Altitude increase between the end points of a cruise climb. 


rected rotor speed is such that compressibility effects on the 
drag polar can be neglected (Fig. 6). 


6.1.6. Maximum Endurance of a Turbojet or Ramjet Air- 
craft at Constant Power Setting. — A modification of the previous 
problem consists of maximizing the endurance for a given fuel 
weight, the range being free. After setting 
(92) Gaerilsadiim— Const bi 


we conclude that the optimum flight program is represented 
by the following condition: 


PAAM o 
(93) I )ee \ 
V pers 
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If one considers a turbojet or turbofan aircraft operating in 
the isothermal stratosphere at a constant rotor speed or a 
ramjet aircraft operating in the isothermal stratosphere at a 
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Ratio of the maximum range in constant power setting flight to the maximum 
range in constant altitude flight. 


constant fuel-to-air ratio and if one uses the parabolic appro- 
ximation (37), the relationship 


4 + (Cpo/KKtK7)m 
2—- (KK3zKt)m 





(94) Ky = CpolM? 


can be derived [Ref. 29]. Once more, therefore, the optimum 
flight program is flown with a constant Mach number and a 
constant value of the ratio m/f. 


6.2. Nonsteady Flight over a Flat Earth. — If a vehicle is 
moving in the dense portion of the atmosphere with a velocity 
which is small with respect to the satellite velocity but with 


1 RATE SA 9 TI 
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a nonnegligible acceleration, the simplifications to. be employed 
are as follows: 


2 





20V cos 
ap Bedi DI DI 


h 
(95) To < I, Loto Lo 


Several analytical solutions are now presented. 


6.2.1. Maximum Range of a Glider. — Consider the pro- 
blem of maximizing the range of a glider for given terminal 
altitudes and given terminal velocities, the flight time being 
free. For this problem, the functional to be extremized and the 
additional constraints take the form (71). If one neglects the 
changes in the drag due to changes in the lift, the following 
result can be obtained: the optimum flight program includes 
subarcs cos y = 0 (dives or zooms) and variable path incli- 
nation subarcs along which the velocity-altitude relationship 
is represented by [Ref. 34] 


0D V 0D 


(90) dv gd 
If the energy height is defined as 


V2 

(97) he=h+ 7 

and the drag function is represented in the form D = D(he, 
V, L),, Eq. (96) can be rewritten as 


(98) (mt =° 


meaning that the optimum flight program is achieved when the 
aerodynamic drag has a minimum with respect to the velocity 
for constant values of the energy height and the lift. For the 
low subsonic regime, this particular flight program is flown 
with constant dynamic pressure and, hence, with constant angle 
of attack. Incidentally, for most types of boundary conditions, 
the results represented by Eq. (98) agree well witb those derived 
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using the complete equations of motion in combination with 
the gradient method [Ref. 35]. 


6.2.2. Maximum Endurance of a Glider. — A modification 
of the previous problem consists of maximizing the flight time 
of a glider for given terminal altitudes and given terminal velo- 
cities, the range being free. For this problem, the functional to 
be extremized and the additional constraints take the form (75). 
Again, neglecting the changes in the drag due to changes in 
the lift, we see that the optimum flight program includes subarcs 
cos y = 0 (dives or zooms) and variable path inclination subarcs 
along which the velocity-altitude relationship is given by 
[Ref. 34] 

(DV V DV 





which is equivalent to 


(100) e 


dv 15 ET 


Hence, the optimum flight program is achieved when the 
power required to overcome the aerodynamic drag is a minimum 
with respect to the velocity for constant values of the energy 
height and the lift. For the low subsonic regime, this particular 
program requires that the dynamic pressure be kept constant 
so that the angle of attack is constant. 


0.2.3. Brachistocronic Climb of a Turbojet Aircraft at Con- 
stant Power Setting. — Consider the problem of minimizing the 
time necessary to transfer an aircraft from a given combination 
of speed and altitude to another combination of speed and 
altitude, the fuel consumed being free. Assuming that the 
power setting is given and the thrust is tangent to the flight 
path, we set 


(101) GE: Aree Const B= e: 


15 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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Generally speaking, this problem can only be solved by means 
of numerical integration procedures [Ref. 36]. However, ana- 
lytical solutions are possible if the variation in the weight of 
the aircraft due to the fuel consumption is negligible and the 
variations in the drag due to variations in the lift are negligible. 
Under these assumptions, the extremal arc can be shown to 


w(V, h)=0 











Vv 
Fig. 7. 


Optimum climb trajectory for constant power setting. 


include subarcs cos y = 0 (dives or zooms) and variable path 
inclination subarcs along which [Ref. 34] 


TV DV) _V 0TV-DV) _ 
ov g dh 





(102) o. 


The way in which these different subarcs must be combined 
depends on the boundary conditions of the problem. In this con- 
nection, denote by © (V, 4) the left-hand side of Eq. (102), as- 
sume that the relationship % (V) corresponding to @ (V, 4) = 0 
is monotonic, and consider the particular case where w; > 0 and 
0; < 0. Under these conditions, the optimum trajectory consists 
of the following sequence of subarcs (Fig. 7) 


(103) y=-—© > ‘oll.M=0 > p=-7. 
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Should the aircraft be constrained to fly in the region of the 
velocity-altitude domain identified by the two-sided inequality 
constraint 


(104) h=h= h 
the variational solution would become the following (Fig. GARE 


(105) y=0 + @(V,h)=o dii 0 





meaning that the vertical dives are to be replaced by horizontal 
accelerations. Incidentally, the mathematical solutions (103) and 
(105) are characterized by discontinuities in the path inclination 
at each corner point. Hence, in order to make these solutions 
usable for practical flight operations, some convenient fairings 
must be introduced between the different branches of the discon- 
tinuous extremal path. At any rate, for most types of boundary 
conditions, the velocity-altitude distribution predicted with 
this simplified approach agrees well with the velocity-altitude 
distribution derived using the complete equations of motion in 
combination with the gradient method (Ref. 37). 

If Eq. (102) is transformed from the velocity-altitude domain 
into the velocity-energy height domain, the relationship 


(TV — DV) 


(199) ov LL 


(0) 





is obtained. Defining the term TV-DV as the excess power, one 
sees that the optimum flight program is achieved when the 
excess power is a maximum with respect to the velocity for 
constant values of the energy height, the lift, and the power 
setting. This result is the basis of the energy-height method 
commonly used by aircraft manufacturers. It consists of plot- 
ting the excess power versus the velocity for constant values 
of the energy height, the lift, and the power setting and in 
finding the locus of the points where the energy height is a maxi- 
mum (Fig. 8). 

Finally, an interesting modification of the previous problem 
arises when some limitations of a structural, aerodynamic, 
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or thermodynamic nature must be considered so that the usable 
portion of the velocity-altitude domain is reduced somewhat. 
Among these limitations, the following are  prominent: the 
gust load limit, the aerodynamic heating limit, the sonic boom 


Brachistocronic climb ; 


TV-DV 
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pa 


Fig. 8. 
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Illustration of the energy height method. 


limit, the engine pressure limit, and the engine temperature 
limit. To introduce any of these limitations into the climb 
problem is equivalent to stating that the usable portion of the 
velocity-altitude domain is defined by the inequality 


(107) f(h,V,ma=0 


where the function f has a different analytical expression for 
each of these limits. Under these conditions, the solution of the 
brachistocronic climb problem is modified in the sense that 
the optimum path includes not only dives, zooms, and subarcs 
flown with maximum excess power but also subarcs which are 
flown along the boundary of the admissible domain and, the- 
refore, are defined by 


(108) f(h,V,m,n)=o0. 


6.2.4. Most Economic Climb of a Turbojet Aircraft at Con- 
stant Power Setting. — A modification of the previous problem 





VARIATIONAL METHODS IN AERONAUTICS 229 


arises when the fuel consumed is to be minimized for given 
teminal altitudes and given terminal velocities, the flight time 
being free. Assuming that. the power setting is given and the 
thrust is tangent to the flight path, one sets 


(109) G=—m, A=n- Const, B=e, 
Furthermore, retaining the hypotheses of the previous sec- 
tion, we see that the optimum flight program includes subarcs 


cos y = 0 (dives or zooms) and variable path inclination subarcs 
along which [Ref.. 34] 


wo )- a al) 


which is equivalent to 


(110) 





(III) 





9 (TV — DV x; 
dv fe) fini i 


In most cases having engineering interest, the most economic 
climb trajectory (III) is characterized by smaller velocities 


than the brachistocronic trajectory (106). 


6.2.5. Maximum Range of a Rocket-Powered Aircraft in 
Level Flight. — Consider the problem of maximizing the range 
of a rocket-powered aircraft in level flight for given end veloci- 
ties and given propellant mass, and assume that the thrust is 
tangent to the flight path; hence, retain the relationships (50) 
and (78). Under these conditions, the following result can be 
obtained: the optimum burning program includes subarcs T = 
= Tm, subarcs 7 = 0, and variable-thrust subarcs along which 
the mass-velocity relationship is represented by [Ref. 38] 


OD OD 


The way in which these different subarcs must be combined 
depends on the boundary conditions of the problem. In this 
connection, denote by © (V, m) the left-hand side of Eq. (112), 
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assume that the relationship #m (V) corresponding to © (V, m) = 
= 0 is monotonic, and consider the particular case where @; < 
o and 0;> 0. Under these conditions, the optimum trajectory 
consists of the following sequence of subarcs (Fig. 09): 


I w(V, m)=0 











Fig. 9. 
Maximum range program for a rocket-powered aircraft 
in level flight. 
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For a parabolic drag polar, Eq. (112) can be rewritten in the 
form 














2MEg0 È Co Tecra (Cpo)m + V/VE 
a ere V K y 3= (Ru + VIVE" 


For both the low subsonic regime and the hypervelocity re- 
gime, the flight program identified by Eq. (114) requires that the 
engine be throttled so as to generate a thrust less than the 
drag at every time instant; hence, there is a negative acceleration 
so that the velocity decreases as the flight progresses [Ref. 39]. 


6.2.6. Maximum Endurance of a Rocket-Powered Aircraft 
in Level Flight. — A modification of the previous problem arises 
when the endurance is to be maximized in level flight for given 
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end velocities and given propellant mass; hence, the relation- 
ships (50) and (83) are retained. For this problem, the optimum 
burning program includes subarcs T = T,,, subares T=0, 
and variable-thrust subarcs along which the mass-velocity 
relationship is represented by [Ref. 40] 


OD OD 
(115) D+ Veg Mg 37 = lo) 


which, for the parabolic drag polar, becomes 











2MBg0 iz 3 Gio 2 ni (C Do) m + VIVE 
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For both the low subsonic regime and the hypervelocity re- 
gime, this flight program entails a throttling of the engine so 
as to generate a negative acceleration at every point of the 
flight path identified by Eq. (116). 


6.2.7. Minimum Propellant Consumption for a Rocket in 
Vertical Flight. — Consider the problem of minimizing the 
propellant consumption for given terminal velocities and given 
terminal altitudes, the flight time being free [Ref. 41]. Assuming 
that the rocket trajectory is vertical and the thrust is tangent 
to the flight path, one sets 


(117) G=-m, A=vr-5, Dita 


Consequently, the following result can be obtained: the op- 
timum burning program includes subarcs T = T,,, subarcs 
T=o, and variable-thrust subarcs along which the following 
relationship is to be satisfied [Refs. 42 and 43]: 





V OD 
(118) D pe 1) PV gv 1g = 0 


which is equivalent to [Ref. 44] 





V 
(119) Eps i CooM:|1 LL (C Do) M | Ma. $ 
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Once more, the way in which the different subarcs must be 
combined depends on the boundary conditions of the problem. 
In this connection, assume that the atmosphere is isothermal, 
denote by è (M, #m/ò) the left-hand side of Eq. (118), and as- 
sume that the relationship between m/f and the Mach number 
corresponding to è (M, m/p) = 0 is monotonic. Also, consider 


0.6 

















Fig. 10. 


Optimum sounding rocket trajectory in the Mach number-altitude domain. 


the particular case of a sounding rocket for which both the 
initial and final velocities-are zero so that @;< 0 and w;< o. 
Under these conditions, the optimum trajectory consists of 
the following sequence of subarcs 


(120). T=FTy + 0(K 8/0 Ti 


which is represented in Fig. 10 for a typical sounding rocket 
and for two values of the propellant mass ratio. The corre- 
sponding thrust program is qualitatively illustrated in Fig. 11. 
As can be seen, the variable-thrust portion of the extremal arc 
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requires a rapidly increasing acceleration as the flight progresses. 
In some cases, the optimum acceleration is roughly propor- 
tional to the square of the instantaneous Mach number. 


6.2.8. Brachistocronic Burning Program for a Rocket ‘in 
Vertical Flight. — A modification of the previous problem arises 











Fig. II. 


Thrust program for a sounding rocket. 


when the flight time is to be minimized for given terminal velo- 
cities, given terminal altitudes, and given propellant mass. 
Assuming that the rocket trajectory is vertical and the thrust 
is tangent to the flight path, one sets 

IT 


(121) GaeA==% i) Bi 





Consequently, it can be shown that the optimum burning 
program includes subarcs T = T,, subarcs T = o, and varia- 
ble-thrust subarcs along which [Ref. 44] 


V 0D Vtgi\_ 
(122) D(- 1)+ Var Mo — Hexp(-£%)=0 


where H is a constant to be determined from the boundary 
conditions of the problem. 
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6.3. Nonsteady Flight over a Spherical Earth. — If a vehicle 
is moving with a velocity which is nonnegligible with respect 
to the escape velocity, the complete set of equations of motion 
must be employed. The available analytical solutions are few 
and some of them are presented here. 


6.3.1. Maximum Range of a Hypervelocity Glider. — Consider 
the problem of maximizing the range of a glider for given ter- 
minal velocities, the flight time being free. For this problem, 
the functional to be extremized and the additional constraints 
take the form (71). In order to simplify the analysis, the fol- 
lowing assumptions are employed: 


h ME) Yo 
(123) Va YKI, D <LTG y_<i 








meaning that the flight takes place in the dense portion of the 
atmosphere, that the path inclination is so small that the weight 
component on the tangent to the flight path is negligible with 
respect to the drag, and that the part of the centripetal acce- 
leration which is due to the time rate of change of the path in- 
clination is small with respect to the part which is due to 
the time rate of rotation of the local horizon. Consequently, 
one sees that the optimum flight program is represented by 
[Ref. 45] 


(124) Su o) 
L Psa 
Owing to the fact that 
(12 ) ®D o 
> de 7 


we conclude that, for each given instantaneous velocity, the 
flight altitude is to be adjusted in such a way that the overall 
drag is a minimum. For the hypervelocity realm, the path 
described by Eq. (124) is flown with the maximum lift-to-drag 
ratio, a continuously decreasing velocity, and a continuously 
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decreasing altitude (Fig. 12). Furthermore, the maximization 
of the range occurs simultaneously with the maximization of 
the endurance. 
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Optimum hypervelocity glide trajectory. 


6.3.2. Maximum Range of a Rocket-Powered Aircraft in 
Level Flight. — Consider the problem of maximizing the range 
of a rocket-powered aircraft in level flight for given end velo- 
cities and given propellant mass, and assume that the thrust 
is tangent to the flight path; hence, retain relationships (50) 
and (78). Under these conditions, the following result can be 
obtained: the optimum burning program includes subarcs T = 
T,n, subares T = 0, and variable-thrust subarcs along which 
[Ref. 46] 


(126) (D ba 


OD Vv? 
vpi) (e+ a) 
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6.3.3. Minimum Propellant Consumption for a Rocket in 
Vertical Flight. — Consider the problem of minimizing the 
propellant consumption for given terminal velocities and given 
terminal altitudes, the flight time being free, and assume that 
the trajectory is vertical; hence, retain relationships (50) and 
(117). Neglecting the effects due to the Earth’s rotation, one 
sees that the optimum burning program includes subarcs 
T=T,n subarces T=o, and variable-thrust subarcs along 
which [Ref. 46] 


V OD 
(127) D(3--1)+ Vog—m=0. 


7a SUMMARY AND CONCLUSIONS. 


A general survey is presented of the problem of the optimum 
trajectories of aircraft, missiles, satellites, and spaceships. 
This problem falls under the mathematical scheme covered 
by the formulation of Mayer of the calculus of variations. First, 
unconstrained optimum trajectories with three degrees of 
freedom in a great circle plane are discussed with particular 
regard to the programming of the lift, the thrust direction, and 
the thrust modulus. The Euler-Lagrange equations, the corner 
conditions, the transversality condition, the Weierstrass con- 
dition, and the Legendre-Clebsch condition are reviewed. Then, 
constrained optimum trajectories with one degree of freedom 
are considered, that is, trajectories subjected to two additional 
arbitrary constraints. In connection with these trajectories, 
several subclasses are discussed within the broad frame of 
three main problems: quasi-steady flight over a flat Earth, 
nonsteady flight over a flat Earth, and nonsteady flight over 
a spherical Earth. 

It is clear from the present survey that much has been 
achieved in recent years in the field of flight mechanics. Many 
problems have been conquered. Nevertheless, an even larger 
domain is still unexplored, both from a theoretical standpoint 
and with regard to practical engineering applications. There 
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is an immediate need for improved methods for integrating 
the system of Euler-Lagrange equations and constraining equa- 
tions and for solving the associated boundary value problems. 
An extension of the available closed-form solutions would be 
of great value with regard to engineering applications. In view 
of the rather weak character of the maxima and minima in 
flight mechanics, the finding of shortcuts and simplifications 
applicable to particular problems would also be valuable. At 
the present time, the work in the area of sufficient conditions 
for an extremum lags far behind the work accomplished in 
obtaining necessary conditions. These sufficiency conditions 
have given rise to questions, the answers to some of which are 
still incomplete or unknown, especially in connection with 
discontinuous extremal solutions. 

In the era of supersonic interceptors, supersonic and hyper- 
sonic transports, intercontinental missiles, satellites, and inter- 
planetary vehicles, variational methods constitute an indispen- 
sable tool in advanced performance calculations. It is the opi- 
nion of the writer that, as the industry progresses toward faster 
vehicles, the calculus of variations will become the standard, 
rather than the specialized, tool for optimum performance 
analysis of aircraft and missiles. 
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La meccanica analitica e il suo sviluppo 


(con particolare riguardo al contributo della Scuola italiana). 


Riassunto. — St? considerano, in generale, i capisaldi della ricerca 
nel campo della Meccanica analitica, da Lagrange ad oggi. Ci si 
sofferma poi sui principali risultati di alcuni gruppi di lavori, 
con speciale riguardo a quelli compiuti dalla Scuola meccanica 
italiana. 


Parte Prima. 


SGUARDO GENERALE 
AD ALCUNI IMPORTANTI GRUPPI DI RICERCHE 


I. — INTRODUZIONE. 


Dei « Philosophiae naturalis Principia mathematica », che 
erano stati pubblicati da Isaac Newton nel 1686, fu proprio 
Lagrange a dire —— con ammirazione commossa — che essi 
erano la « produzione più alta dello spirito umano ». 

E, se Isaac Newton trovò, come meccanico celeste, un 
continuatore in D’Alembert, allo stesso modo che Laplace trovò 
in D’Alembert un precursore, la Meccanica classica, evolutasi 
fino ad oggi in una letteratura densa di risultati che fanno 
onore al progresso scientifico, presenta due cardini di incom- 
paribile importanza e bellezza estetica nelle opere di Leonardo 
Eulero da una parte, di Giuseppe Ludovico Lagrange dall'altra. 

La celebre « Mécanique analytique » del sommo torinese 
(1788), quel monumento scientifico in cui dominano la for- 


16 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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mulazione definitiva del principio dei lavori virtuali e la sin- 
tesi tra questo e il principio di D’Alembert a costruire le equa- 
zioni fondamentali della dinamica, è la base di tutto l’edificio 
della Meccanica teorica, e condiziona l’opera di Hamilton, di 
Jacobi, di Poincaré, cioè lo sviluppo della Meccanica analitica, 
delle discipline meccaniche nuove ed anche di quei corpi di 
dottrina, come la Meccanica quantistica, che della Meccanica 
analitica ed, in particolare, del teorema di Jacobi e dei prin- 
cipi variazionali sono figli, almeno sul piano logico deduttivo. 

La odierna Meccanica teorica non nacque, nè si sviluppò 
— è evidente — usando i procedimenti razionali con cui cam- 
mina oggi, e che mettono il ricercatore nella condizione di 
poter effettuare spiegazioni e previsioni di fenomeni con sicuro 
rigore logico. 

Le scienze meccaniche acquistarono la forma attuale sol- 
tanto dopo che, dalla osservazione sperimentale, emersero i 
principi di base che ai fatti presiedono e cominciarono a deli- 
nearsi le rigorose deduzioni che il metodo matematico con- 
sentiva di ricavare. 

Se, come « zona » di riferimento per una meditazione sullo 
sviluppo della Meccanica, si prendono l'autentica rivoluzione 
operata da Galileo, meccanico, astronomo e fisico, fondatore 
della attuale Dinamica, e l’orma gigantesca segnata da Newton, 
a sinistra e a destra di tale zona nel tempo, ci appare disten- 
dersi il lavorio paziente e sofferto, durato per secoli, ed al 
quale portarono il loco contributo genî ed uomini illustri, 
ingegni acutissimi ed anche umili ricercatori, poichè nessun 
grande edificio della scienza umana nasce di getto, prodigio- 
samente o per opera di uno solo, per quanto grande. 

Non sarà, forse, inutile richiamare a noi stessi, in una 
visione estremamente sintetica, come a volo, il progresso sto- 
rico della Meccanica nei suoi capisaldi essenziali, quasi per 
renderci meglio conto della funzione esercitata dal sorgere 
della Meccanica analitica vera e propria sullo sviluppo moderno 
della nostra scienza o per ripetere a noi stessi quale sia stato il 
peso del pensiero matematico nella costruzione del grande edificio. 
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In fondo, mi pare si possa addirittura affermare che i. 
tentativi meccanici di Aristotele ebbero carattere scientifico — 
anche se egli restò, per così dire, ai margini della Dinamica 
— proprio perchè, anche se non nel senso delle forme tecniche, 
il pensiero aristotelico procede col serrato rigore delle dedu- 
zioni di tipo matematico, se è vero — come è vero — che il 
pensiero aristotelico non presenta mai neppure sfumature di 
debolezza dal punto di vista logico. 

Aristotele stesso, nella sua opera, pose in ona che si 
può considerare scientifica alcune questioni della Statica, la 
cui trattazione in senso euclideo doveva essere opera di Archi- 
mede. 

Nel pensiero del siracusano, germina e si concreta l’appli- 
cazione delle discipline matematiche allo studio dei fenomeni 
meccanici, e ciò trova una corrispondenza significativa nel- 
l'atteggiamento non solo natural-filosofico, ma filosofico nel 
senso più vasto e generale dello scienziato stesso, platoniano 
in Filosofia, discepolo dei discepoli di Euclide in Geometria. 

Nasce, nel pensiero di Archimede, una trattazione vera- 
mente euclidea della Statica, viene istituita la teoria dei bari- 
centri, vengono notoriamente disegnate quelle proposizioni 
della Meccanica dei fluidi che resteranno alla base di tutto 
lo sviluppo futuro di tale corpo di dottrina. 


»* 
*o 


Le scoperte che il genio di Leonardo da Vinci donò alla 
Meccanica, e, più in generale, alla Scienza di tutti i tempi 
non vengono certo ridotte o sminuite, se si pensano inquadrate 
in uno sviluppo che giunge alla autentica esplosione di pen- 
siero moderno dei secoli decimoquinto e decimosesto. 

Tale sviluppo si estende da Giordano Nemorario, rinno- 
vatore della Statica nel secolo decimoterzo a Giovanni Buridan, 
rinnovatore della Dinamica, da Alberto di Sassonia a Nicola 
Oresne. 

La grande innovazione di Copernico fu, dal punto di vista 
matematico, profondamente influenzata dal motivo condut- 
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tore delle « armonie matematiche », che domina, per così dire, 
tutto il pensiero e l'insegnamento di Domenico Maria Novara; 
e la insurrezione scientifica operata da Galileo, sopra tutto 
con quel « principio di relatività », che giustamente porta il 
suo nome, è tutta intersecata e permeata dal travaglio 'mate- 
matico non solo del pensiero del maestro, ma di quello degli 
allievi. 

Infatti Evangelista Torricelli l’autore del Principio fonda- 
mentale della Statica dei sistemi pesanti, non sarà soltanto 
un grande fisico, ma, insieme con Bonaventura Cavalieri (« alter 
Archimes », autore della geometria degli indivisibili «nova 
quadam ratione promota ») sarà più che un precursore del- 
l’Analisi infinitesimale. 

E fu certo grande ventura per la costruzione dell’edificio 
della nostra scienza che contemporaneo di Galileo fosse Renato 
Cartesio, il fondatore — almeno nel senso di completa e coe- 
rente impostazione della medesima — della Geometria ana- 
litica e — ad un tempo — l’uomo che individuò nel movi- 
mento (in una visione meccanicistica che giungerà lontano) il 
sostrato comune, quasi l’essenza di tutti i fenomeni della 
natura. 

E fu provvidenziale disegno per il progresso scientifico 
che comparissero nella storia del pensiero figure come quelle 
di Cristiano Huygens, John Wallis, Giovanni, Giacomo e Daniele 
Bernoulli. 

Lo spirito essenzialmente filosofico di Cartesio aveva con- 
dotto quest’ultimo a considerare già, sostanzialmente, il con- 
cetto di lavoro e ad intravvedere in quello che sarà il prin- 
cipio dei lavori virtuali, già accennato, sia pure nebulosamente, 
attraverso i secoli, la ragione profonda dell’equilibrio, quindi 
il fondamento vero della Statica; in Dinamica lo stesso spi- 
rito aveva portato Cartesio, oltre che ad una concezione in 
cui il moto appare già relativo e in cui si delinea il principio 
di conservazione dell’energia, ad affermare la necessità di una 
considerazione infinitesimale del movimento stesso. Ma il pen- 


x 


siero di Cartesio è, anzitutto, pensiero filosofico. 











LA MECCANICA ANALITICA E IL SUO SVILUPPO 245 


Ecco perchè, nel progresso della Meccanica teorica, una 
orma estremamente incisiva è segnata dall’opera di Cristiano 
Huygens. 

Con lui — a parte le geniali ricerche sui pendoli e sul- 
l’isocronismo — viene alla luce il principio di conservazione 
dell'energia e si acquisisce alla scienza il concetto di « momento 
d'inerzia », con alcune fondamentali sue applicazioni. 

Con Huygens nasce anche la Dinamica impulsiva e ven- 
gono rigorosamente studiati quei fenomeni d’urto, le ricerche 
sui quali continueranno con John Wallis. 

È stato osservato da Burgatti che il maggior merito di 
John Wallis risiede, però, nella adozione di quello che sarà il 
principio dei lavori virtuali, anche se l’eminente matematico 
inglese non mise in evidenza il carattere infinitesimale del 
principio. 

Senza dubbio difficile appare il cammino del principio 
dei lavori virtuali su cui si baserà, oltre alla Scienza delle 
costruzioni, oltre alla Meccanica applicata, la Meccanica ana- 
litica moderna. 

Tale cammino porta con sè il travaglio di formulazione 
e di accettazione delle cose veramente fondamentali. Infatti, 
dopo l’opera di John Wallis, e per circa cinquant’anni, il prin- 
cipio dei lavori virtuali fu di nuovo combattuto, anzi ridotto 
ad essere considerato come un semplice corollario alle leggi 
dell’equilibrio. 

Bisogna giungere al 1717, anno in cui, in una sua lettera 
a Varignon, Giovanni Bernoulli colloca il principio dei lavori 
virtuali tra i principi fondamentali della scienza. 

L'importanza del principio dei lavori virtuali in Mecca- 
nica teorica, la sua posizione, come dice Sommerfeld, « domi- 
nante » nella attuale formulazione delle dottrine concernenti 
la nostra scienza, appaiono in tutta la loro vera luce nella 
«Mécanique analytique » di Lagrange, la cui validità attuale 
è di indubbia evidenza. 

E circa la grande generalità del principio va tenuto pre- 
sente che, in fondo. esso può essere applicato tanto se i vincoli 
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sono olonomi, quanto se i vincoli sono anolonomi e che, nella 
distinzione fra «reazioni » (o « forze di natura geometrica ») e 
«forze impresse » (o «di origine fisica ») appare la possibilità 
di inserire l’«attrito statico », come appartenente alla classe 
delle reazioni e l’«attrito dinamico » come appartenente alla 
classe delle « forze impresse ». 

Mentre, con D’Alembert e col suo principio, si conclude 
l'elaborazione dei principi essenziali della Meccanica, con 
Lagrange si inizia la autentica Meccanica moderna. La quale 
è, in realtà, tutta Meccanica analitica in senso lato, poichè 
essa si serve dei metodi matematici per la spiegazione dei 
fenomeni meccanici, anche se, con la dizione « Meccanica ana- 
litica », si intende più propriamente quel complesso di studi 
e di ricerche che si dipartono dallo studio dei sistemi di equa- 
zioni differenziali lagrangiane, che del principio dei lavori vir- 
tuali e del principio di D’Alembert sono figlie. 

Noi non ci soffermeremo certo su quella poderosa evolu- 
zione in senso classico, che conduce alla teoria delle equazioni 
hamiltoniane, a quell’autentico corpo di dottrina che può 
essere sintetizzata come « metodo di integrazione di Hamilton- 
Jacobi », alla costruzione della Meccanica e alla sua connes- 
sione con altri corpi di dottrina fisico-matematici per mezzo 
dei principi variazionali, alla teoria delle trasformazioni o al 
passaggio ai sistemi continui, in cui pure la formulazione hamil- 
toniana esercita un ruolo di fondamentale importanza. Così non 
ci occuperemo in dettaglio di problemi di Dinamica impulsiva. 

Il nostro interesse sarà rivolto a considerare invece, nel- 
l'ambito di una vastissima produzione scientifica (che sarebbe 
letteralmente impossibile abbracciare) alcuni sviluppi moderni 
della Meccanica analitica e a sottolineare, in particolare, chie- 
dendo scusa per le immancabili omissioni e per i dosaggi cer- 
tamente non esatti, senza cattiva volontà, alcuni dei contributi 
dati dalla Scuola italiana allo sviluppo del poderoso corpo di 
dottrina. Ciò faremo prescindendo dal considerare i contri- 
buti allo studio dei problemi ‘di Meccanica celeste, di Teoria 
delle oscillazioni, di Meccanica quantica e statistica. 
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2. — SGUARDO GENERALE ALLO SVILUPPO 
DELLA MECCANICA ANALITICA, CON PARTICOLARE RIGUARDO 
AI CONTRIBUTI DELLA SCUOLA ITALIANA. 


Sulla Meccanica analitica, nata, insieme col Calcolo delle 
variazioni, dal genio di Lagrange, particolarmente intensa è 
stata la fioritura di ricerche in Italia. Come è noto, già Brioschi 
e Sciacci si erano occupati della applicazione del metodo di 
integrazione di Jacobi; ed è pure ben noto che il Morera aveva 
dato contributi notevoli nel campo della trasformazione delle 
equazioni canoniche. 

Il Cerruti, poi, si occupò della ricerca di un integrale delle 
equazioni lagrangiane del moto, lineare nelle velocità. Ma 
veniamo alle ricerche delle quali più da vicino ci interesseremo. 

Particolare importanza rivestì il problema, proposto dal- 
l’Appell, della determinazione di tutti i sistemi dinamici equi- 
valenti aventi lo stesso numero di gradi di libertà. Una preci- 
sazione successiva di tale problema è opera di Painlevé (3), il 
quale introdusse la nozione di sistemi dinamici corrispondenti, 
per i quali si ha la conservazione delle traiettorie. 

Ora, mentre Painlevé aveva segnalato alcune proprietà 
generali dei sistemi dinamici corrispondenti, e risolto il pro- 
blema nel caso di due variabili, Tullio Levi-Civita (?), con 
l’ausilio del Calcolo tensoriale, dava la completa risoluzione 
del problema nel caso in cui sui sistemi non agiscano forze ap- 
plicate, caso nel quale si ha la conservazione delle geodetiche. 

Agostinelli (3), successivamente, con nuovo metodo, deter- 
minava tutti i tipi di sistemi dinamici corrispondenti, nel caso 
in cui le forze agenti non siano tutte uguali a zero. 


(1) P. PAINLEVÉ, Mémoire sur la transformation des équations de 
la Dynamique, « Journal de Liouville », t. X, 1894; In., Sur les transfor- 
mations des équations de la Dynamique, « Comptes Rendus », 18096. 

(2) T. Levi-Civita, Sulle trasformazioni delle equazioni dinamiche, 
«Annali di matematica », serie II, t. XXIV, 1896. 

(8) C. AGOSTINELLI, Sui sistemi dinamici corrispondenti, « Memorie 
della R. Accademia delle Scienze di Torino », 1937. 


248 ANTONIO PIGNEDOLI 


Un altro gruppo di ricerche è quello che riguarda le cosid- 
dette «curve naturali di un sistema dinamico ». 

Dall'equazione differenziale dei sistemi di linee di Lipka (4) 
o «sistemi di velocità », nel caso particolare delle forze dipen- 
denti da un potenziale, ponendo in luogo del potenziale una 
funzione arbitraria del punto rappresentativo del sistema dina- 
mico, mobile sulla «varietà vincolare » il cui 4ds2 è definito 
dall'energia cinetica del sistema, si ha l'equazione delle curve 
di Kasner (5), o « famiglie naturali di curve » del sistema dina- 
mico considerato. Si hanno in particolare, le trasettorie dina- 
miche, le geodetiche, le brachistocrone della varietà riemanniana 
vincolare. La varietà vincolare è stata particolarmente stu- 
diata da Boggio (9), mentre ricerche sulle curve naturali dei 
sistemi dinamici sono state compiute da Agostinelli e dalla 
sua Scuola (7). 
Una delle questioni di fondo per lo sviluppo di tutta la 
meccanica analitica è quella concernente la risolubilità dei 
problemi dinamici mediante l'applicazione del metodo di 
Hamailton-Jacobi. 

Più precisamente la questione è quella della determinazione 
di tutti i tipi di energia cinetica e di sollecitazione corrispondente 


(4) I. LipKA, Note on velocity systems in curved space of N: dimen- 
sîons, « Pubbl. of M.I.T. », 1921; Ip., On the geometry of motion in curved 
N-space;-10c.Cit.;: 1921: 

(9) E. KASsNER, Natural families of trajectories in conservative fields 
of force, « Transactions of American Mathematical Society », 1909; ID., 
Natural families of curves in a general curved space of n dimensions, 
« Transactions of American Mathematical Society », 1913. 

(9) T. Boccio, Sulle equazioni della Dinamica dei sistemi, « Rend. 
della Accademia nazionale dei Lincei», 1° semestre 1933; cfr. anche: 
P. BurGATTI, T. BoGcio, C. BuraLI-FOoRTI, Geometria differenziale, 
Zanichelli, Bologna 1930. 

(*) C. AGosTINELLI, Sui sistemi di velocità e le famiglie naturali 
di linee in uno spazio curvo, « Atti della Pontificia Accademia delle 
Scienze, Nuovi Lincei», Anno LXXXVI, 1933; A. PIGNEDOLI, Sulle 
curve naturali di un sistema dinamico, « Atti del Seminario matematico 
e fisico dell’Università di Modena », 1947. 
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der cui l'equazione dinamica di Hamilton-Jacobi è integrabile 
per separazione di variabili. 

Il problema era stato posto da Stéckel, il quale lo aveva 
risolto nel caso in cui l'energia cinetica è una forma quadra- 
tica ortogonale, mentre — come è ben noto — un caso più 
particolare di integrabilità era stato segnalato in precedenza 
da Liouville. 

Sul problema stesso compì importanti ricerche Levi- 
Civita (8), il quale ricavò le condizioni per la possibilità del 
problema e stabilì anche un criterio che caratterizza i tipi di 
problemi dinamici per i quali l'equazione dinamica di Hamilton- 
Jacobi è risolubile per separazione di variabili. 

Dell'Acqua (9) risolveva la questione completamente nel 
caso di tre variabili; e Burgatti (1°) assegnava, con un metodo 
brillante, (x — 1) nuovi casi di integrabilità nel caso di » 
variabili. 

Agostinelli (1) riprendeva il problema nel 1937, in una 
Memoria della R. Accademia delle Scienze di Torino, e chiu- 
deva la questione stessa nel caso generale di n variabili, te- 
nendo presente il criterio di classificazione di Levi-Civita, ed 
introducendo un opportuno algoritmo basato su una appro- 
fondita indagine delle proprietà geometriche della varietà 
metrica collegata col problema dinamico. Venivano determinati 
così tutti i tipi di forze vive per cui l'equazione di Hamilton- 
Jacobi, in assenza di forze, è integrabile per separazione di variabili. 

In una Nota del Reale Istituto Veneto, poi, lo stesso 
Agostinelli determinava il potenziale delle forze, nel caso in cui 
queste non sono nulle. 


(*) T. LEvI-CIvITA, « Mathematische Annalen », Bd. LIX, 1904. 

(*) F. A. DeLL’AcQua, « Mathematische Annalen »y, Bd. LXVI, 
1908. 

(9) P. BuRGATTI, « Rendiconti della R. Accademia nazionale dei 
Lincei », Classe di Scienze matematiche, fisiche e naturali, I9II. 

(11) C. AGOSTINELLI, « Memorie della R. Accademia delle Scienze 
di Torino », 1937; Ip., « Atti del R. Istituto Veneto », Classe di Scienze 
matematiche e naturali, 1937. 
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Il problema della stabilità dei fenomeni di moto, e, più 
in generale, delle soluzioni dei sistemi differenziali, questione 
la cui origine si trova proprio nella « Mécanique analytique » 
di Lagrange, il quale aveva istituito il metodo delle piccole 
oscillazioni, era stato successivamente approfondito da Dirichlet, 
Poincaré, Lyapunov (12). 

Levi-Civita assegnò, notoriamente, un metodo molto gene- 
rale per lo studio della stabilità, e contributi notevoli in ma- 
teria furono poi dati da meccanici italiani: R. Einaudi, G. Se- 
stini, G. Colombo, R. Nardini (33). 

Nei lavori di Einaudi è studiato a fondo il problema della 
stabilità per sistemi generali differenziali non lineari e per 
sistemi differenziali lineari a coefficienti periodici. 

Levi-Civita (14) diede anche un contributo profondo alla 
risoluzione del problema concernente la ricerca di soluzioni 
per quei sistemi canonici che ammettono più integrali primi 
o più relazioni invarianti «in involuzione » fra di loro. 

E concretò anche notevoli ricerche su quella teoria degli 
invarianti adiabatici, da lui(stesso fondata, che tanto interessa 


(12) J. L. LAGRANGE, Mécanique analytique, Paris 1788; L. Di- 
RICHLET, « J. reine und angew. Math. », 1846; H. PoINcARÉ, Les mé- 
thodes nouvelles de la mécanique celeste, Paris 1892, 1893, 1899 (3 volumi) 
Ip., Legons de mécanique celeste, Paris 1905, 1907, 1910 (3 volumi); 
A. Lvapunov, «Ann. Fac. Sci. Toulouse », ‘1907;  T. LEVI-CIVITA, 
«Comptes Rendus », 1900 (3 lavori); Ip., « Annali di matematica pura 
ed applicata », 1901; Ip., « Prace Mat. Fin. », 1906; In., « Annales de 
l’École normale sup. de Paris », 1911; ID., « Acta mathematica », 1919. 

(18) R. ErnaUDI « Rendiconti della Reale Accademia Nazionale dei 
Lincei », Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali, 1935; ID., «Atti 
della Reale Accademia delle Scienze di Torino », 1936; G. SESTINI, « Rivista 
di Matematica dell’Università di Parma », 1951 e 1954; In., «Atti del 
IV Congresso dell’U.M.I.», Taormina 1951; G. CoLomBo, « Rendic. del 
Seminario matematico dell’Università di Padova », 1953; R. NARDINI, 
« Rendiconti dell’Accademia nazionale dei Lincei », 1949. 

(14) T. LEviI-CivitA, « Atti del Congresso internazionale di Mate- 
matica », Bologna 1928; Inp., « American Monthly », 1934; G. D. Mat- 
TIOLI, « Annali di Matematica pura ed applicata », 1936. 


’ 
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la Meccanica atomica. Egli ricondusse tale dottrina alle pro- 
prietà integrali dei sistemi canonici e la applicò alla Meccanica 
celeste. Dall’indirizzo di Levi-Civita nella teoria di tali inva- 
rianti adiabatici discendono anche le ricerche, coronate da 
pieno successo, di G. D. Mattioli. 

Circa la teoria degli invarianti adiabatici, va notato che, 
mentre gli invarianti adiabatici hanno trovato, anche nella 
loro impostazione primitiva, applicazioni notevoli in Meccanica 
atomica, per merito di Sommerfeld, Burges, Epstein ed altri, 
non così è avvenuto in Meccanica analitica, dove la teoria ha 
peraltro raggiunto un assetto pressochè definitivo. Intendiamo 
sottolineare il fatto che finora il metodo degli integrali adia- 
batici non ha dato tutti i risultati che dovrebbe pur fornire, 
se si fa eccezione per le ricerche di Meccanica celeste. 

In Meccanica celeste, Giulio Kyrall (*5) ha ripreso, col 
metodo degli invarianti adiabatici, lo studio del moto di una 
particella in una nebula gassosa, ha ritrovato i teoremi di media 
di Poincaré, ha esteso tali teoremi al caso in cui ci siano dissi- 
pazioni interne, non aventi carattere adiabatico, per le quali 
manca, quindi, l'integrale H = E; ciò ha fatto utilizzando i 
cosiddetti invarianti adiabatici relativi studiati da Geppert. 

Ma, per quanto riguarda il metodo degli invarianti adia- 
batici, vogliamo qui ricordare in particolare i lavori di Dario 
Graffi (*9). In tali lavori, l’autore assegna un limite superiore 
per l’errore commesso, qualora i parametri non variino nel 
modo che assicura l’invarianza adiabatica; le ricerche in que- 
stione hanno poi applicazione, ad opera dello stesso autore, 
tanto nel problema dei due corpi di massa variabile, quanto 
per ciò che concerne gli integrali ciclici che un ruolo così impor- 


(15) G. KRALL, « Rendiconti della R. Accademia dei Lincei », 1931- 
1932-1933; Ip., Meccanica tecnica delle vibrazioni (redatta con la col- 
laborazione di R. ErnauDI), Zanichelli, Bologna 1940. 

(15) D. GRAFFI, « Rendiconti della R. Accademia dei Lincei », 1932; 
Ip., «Atti Accademia delle Scienze di Torino » (due lavori), 1933; IDp., 
«Annali di Matematica pura e applicata », 1936-37. 
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tante rivestono nella Meccanica quantistica di Bohr-Sommer- 
feld. Certe estensioni delle ricerche di Graffi, sono state con- 
seguite, per più gradi di libertà, da Aymerich. 

A questo punto, non è certo possibile non sottolineare 
il fatto che un problema di centrale interesse per tutta la Mec- 
canica analitica, nel senso più vasto del termine, è quello degli 
invarianti in generale; problema che tanto interessa anche la 
moderna questione delle mete asintotiche cui tendono i sistemi 
dinamici (la questione si originò dalle profonde meditazioni di 
Poincaré sulle ipotesi cosmogoniche). 

Grande importanza hanno, per lo sviluppo della Mecca- 
nica analitica di oggi e di domani, l'ipotesi ergodica e quella 
quasi-ergodica. 

Birkhoff, Koopman, von Neumann (17) ed Hopf (*8) hanno 
dato contributi assai notevoli alla teoria; giungendo, in parti- 
colare, a quel teorema ergodico della Meccanica classica (che 
ha anche trovato estensione in Meccanica quantica) il quale 
si può considerare alla base di un vasto indirizzo della Mec- 
canica analitica futura, 0, come dice Krall (19), della Meccanica 
analitica moderna. 

Abbiamo voluto richiamare tutto ciò, e per la estrema 
importanza del corpo di dottrina in questione per lo sviluppo 
moderno della Meccanica analitica, e perchè tra le immediate 





(1?) Cfr. G. D. BiRKHOFF, « Proc. Nat. Acad. Sato: 
J. von NEUMANN, Physical applications of the ergodic Hypothesis, « Proc. 
Nats-Acad:.Sc.y; t.-18, 1932; B. O. Koopman, Hamiltonian Systems 
and: Transformations in Hilbert space, « Proc. Nat. Acad. Sc. », t. Ty; 
193I. 

(5) E. HoPF, Complete transitivity and the ergodic principle, « Proc. 
Nat. Acad. Sc. », t. 18, 1932; Ip., Proof of Gibb's Hypothesis on the Ten- 
dancy toward statistical equilibrium, « Proc. Nat. Acad. Sc. », t. 18, 1932; 
Ip., Ergodentheorie, « Ergebnisse der Mathematik », Springer, Berlino 
1937; cfr. anche M. H. STONE, Linear transformations in Hilbert space, 
«Proc. Nat. Acad. Sc.», t. 16, 1930. 

(19) G. KRALL, Mete lontane del moto dei sistemi dinamici, « Tecnica 
italiana », 1947. 
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applicazioni del criterio di sostituzione delle medie spaziali 
alle medie temporali vi è proprio la teoria degli invarianti 
adiabatici. 

Sottolineeremo ancora l'estremo interesse del sorgere e 
dell’affermarsi della Dinamica topologica. Essa trova la sua 
origine nei classici lavori di Poincaré e G. D. Birkhoff (2°). 

Poincaré fu il primo a risolvere problemi di dinamica 
come problemi di Topologia. Birkhoff (21) vi portò fondamen- 
tali contributi e ne promosse lo studio sistematico. Ora non 
è certo necessario rilevare ancora una volta qui l’importanza 
del celebre teorema di Brouwer «del punto unito» (22) per 
la teoria dei sistemi dinamici o per la meccanica delle oscil- 
lazioni non lineari. 

Importa tenere ben presente che oggi non è che la Mec- 
canica si serva di gualche metodo o di qualche risultato topo- 
logico. Oggi, invece, è del tutto impiantatà e condotta avanti 
una Dinamica topologica (23), come studio dei gruppi di tra- 
sformazioni con riguardo a quelle proprietà topologiche che 
apparvero subito connesse con la Dinamica classica. Una buona 
messe di risultati sono stati ottenuti così, senza considerare 
i movimenti come retti da sistemi differenziali. 

Ma veniamo ad altre ricerche e soffermiamoci a conside- 
rare altri risultati, in particolare alcuni risultati conseguiti 
dalla Scuola meccanica italiana. 

Per quanto riguarda la Meccanica dei sistemi, va segna- 
lato che la dimostrazione della ben nota condizione per l’equi- 


(2°) H. PoINcARÉ, «Rendiconti Circolo mat. Palermo », 1912; 
G. D. BIRKHOFF, « Trans. American Math. Society » 1912; « Acta Szeged », 
1928; «Acta Mathem. » 1925 e 1927. 

(21) G. D. BiRKHoFF, Dynamical Systems, « Amer. Mathem. So- 
ciety », New York 1927. 

(22) L. E. J. BrouwER, « Math. Ann. », 1910; cfr. anche S. LEF- 
SCHETZ, Differential equations (Geometric. Theory), « Interscience Publi- 
shers », New York 1957. 

. (23) Vedi: GOTTSCHALK-HEDLUND, Topological Dynamics, « Amer. 
Mathem. Society », 1955 e l'ampia bibliografia ivi riportata. 
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librio di un sistema olonomo con » gradi di libertà ed in assenza 
di attrito ha dato luogo ad interessanti ricerche di Signorini (24) 
e di Cattaneo (25). Il Cattaneo ha dimostrato la sufficienza del 
principio dei lavori virtuali per l’equilibrio di un sistema mate- 
riale particellare soddisfacente ad ampie condizioni di rego- 
larità, soggetto a vincoli fissi (anche scabri) e che possono 
essere in parte olonomi bilaterali ed in parte anolonomi, anche 
unilaterali, evitando l’ipotesi della continuità delle reazioni 
vincolari effettive. 

Aldo Bressan (29) si è occupato della determinazione del 
più generale sistema a vincoli olonomi bilaterali e lisci con » 
gradi di libertà, soggetto ad una sollecitazione dipendente 
anche dall’atto di moto e derivante da un potenziale generaliz- 
zato. Inoltre egli ha studiato questioni di regolarità e di unicità 
del moto in presenza di vincoli olonomi unilaterali. Infine, 
partendo dai risultati precedentemente stabiliti da Boggio con 
l'ausilio della « varietà vincolare », si è occupato della determi- 
nazione delle equazioni di Hamilton anche nel caso di vincoli 
variabili, e ciò facendo uso di metodi puramente geometrico- 
tensoriali. 

Sono anche stati studiati in Italia particolari sistemi 
lagrangiani (27) con forze dipendenti dalle accelerazioni, con 
applicazione, in particolare, al moto di due corpuscoli elettriz- 


(24) A. SIGNORINI, Meccanica razionale, vol. II, 28 edizione, Di:337; 
Ed. Perrella, Roma 1954. 

(25) C. CATTANEO, « Rendiconti di Matematica », Università di 
Roma, luglio-dicembre 1954. 

(2) A. BRESSAN, « Rendiconti del Seminario matematico dell’Uni- 
versità di Padova », 1950; Ip., « Rendiconti del Seminario matematico 
dell’Università di Padova », 1959; In., « Annali dell’Università di 
Ferrara », 1959. 

(2?) A. PIGNEDOLI, «Atti della Soc. dei. Naturalisti e Matematici 
di Modena », vol. LKXVII, 1946; In., « Annali di matematica pura ed 
applicata », 1961; Ip., « Rendiconti dell’Accademia delle Scienze del- 
l’Istituto di Bologna », Classe di Scienze fisiche, matem. e naturali, 1960; 
Ip., Meccanica relativistica e moto di particelle elementari, « Atti del 
Congresso U.M.I. di Napoli », 1959. 
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zati l’uno in presenza dell’altro, supponendo la sollecitazione 
come rappresentata dalla legge elettrodinamica di Weber. 
Ora non possiamo dimenticare un problema che ha sempre 
rivestito grande importanza e che oggi è diventato di centrale 
interesse per le applicazioni tecniche dei giroscopi, applica- 
zioni che è forse superfluo sottolineare, e per la vasta messe 
di questioni connesse col lancio e con la rotta dei veicoli spa- 
ziali: il moto di un corpo rigido con un punto fisso (28). 
Lazzarino si è occupato di alcuni casi singolari della teoria 
dei solidi asimmetrici pesanti e della questione della equivalenza 
delle equazioni differenziali di Hess-Schiff e di Eulero-Poisson. 


x 


Manarini si è occupato di un teorema di Staude-Van der 
Woude ed anche di alcune notevoli proprietà del centro di 
inerzia, relative alle rotazioni permanenti del solido dotato 
di un punto fisso. 


(28) Cfr. O. Lazzarino, « Atti della R. Accad. dei Lincei », 1916 
(tre lavori); Ip., « Annali della R. Scuola normale superiore di Pisa », 
1938 (due lavori); M. MANARINI, « Atti della R. Accademia dei Lincei », 
1931; Ip., « Bollettino U.M.I. », 1948; A. PIGNEDOLI, « Atti della Società 
dei Naturalisti e Matematici di Modena », 1945; G. GRIOLI, « Annali 
di Matematica pura e applicata », 1947; Ip., « Annali della Scuola nor- 
male superiore di Pisa », 1949; Ip., « Rendiconti di Matematica », Roma 
1947; C. AGOSTINELLI, « Atti del Seminario mat. e fis. di Modena », 
1949; Ip., « Annali di Matematica\ pura e applicata », 1949; T. ZEULI, 
« Rend. Seminario matem. Univ. e polit. di Torino », 1950; C. CoLomBo, 
« Rend. Seminario matem. Università di Padova », 1951; A. NADILE, 
Esercitazioni matematiche, Catania 1950; M. R. FABBRI, « Rend. Accad. 
naz. dei Lincei », Classe Scienze fisiche, matematiche e naturali, 1934, 
tre lavori; B. GRISERI, « Rend. Seminario matem. Univ. e Politecnico 
di Torino ), 1950; F. DE SImonI, « Annali della Scuola normale sup. 
di Pisa », 1942; P. UDESCHINI, « Atti della Accademia delle Scienze 
di Torino »), Classe Scienze fisiche, matematiche e naturali, 1942; 
G. ARRIGHI, « Memorie della Accademia naz. dei Lincei », 1947; E. DE 
ANGELI, « Rendiconti della Accad. naz. dei Lincei », Classe di Scienze 
fisiche, matematiche e naturali, 1937; T. MANACORDA, « Rendiconti della 
Accademia naz. dei Lincei», Classe di Scienze fisiche, matematiche e 
naturali, 1949; Ip., « Rivista di matematica dell’Università di Parma », 
1950; ID., « Ricerca Scientifica », 1950. 
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È stato anche studiato (Pignedoli) il moto di un corpo 
rigido pesante sempre intorno ad un punto fisso, quando il 
punto fisso è prossimo-al baricentro od il corpo è poco diffe- 
rente dall’avere struttura giroscopica. 

Grioli si è occupato con successo della esistenza e della 
determinazione delle precessioni regolari dinamicamente pos- 
sibili per un solido pesante asimmetrico, delle questioni di 
stabilità che riguardano le precessioni regolari del solido pe- 
sante asimmetrico e del moto intorno al baricentro di un giro- 
scopio soggetto a forze di potenza nulla. 

Agostinelli e poi Zeuli hanno studiato il caso di moto in 
cui il solido pesante asimmetrico ha il baricentro appartenente 
all'asse di uno dei piani ciclici dell’ellissoide d’inerzia. 

Colombo ha compiuto osservazioni sulla stabilità dei moti 
merostatici di un giroscopio, con applicazioni. 

Sempre sul problema del moto di un solido con un punto 
fisso esistono lavori di Manacorda, Nadile, Fabbri, Griseri e 
De Simoni; in particolare sui giroscopi sono state fatte ricerche 
da Udeschini, Stoppelli, Arrighi e De Angeli. 

E veniamo agli studi sulla Dinamica dei sistemi anolo- 
nomi. Sull’argomento è quasi superfluo ricordare che il Vol- 
terra aveva stabilito le equazioni fondamentali del moto di 
un sistema anolonomo, isolando i termini di anolonomia e 
mettendo in rilievo il carattere girostatico di tali termini. Le 
equazioni dei sistemi anolonomi furono poi messe in forma 
nuova, semplice, espressiva ed elegante dal Maggi. Dalle equa- 
zioni del Maggi, come si sa, si deducono in modo facile le equa- 
zioni trovate dal Volterra ed anche quelle estremamente sinte- 
tiche di Appell (29). 


(29) Cfr. E. VoLTERRA, « Atti della R. Accademia delle Scienze 
‘di Torino », 1897; cfr. anche G. HamEL, « Mathematische Annalen », 
1924; A. MacGGI, Principi di stereodinamica, Hoepli, Milano 1903; 
T. Levi-Crvita, Lezioni di Meccanica razionale, vol. II, parte I, Zani- 
chelli, Bologna 1926: P. APPELL « Comptes Rendus », 1899; ID., « Journal 
de Crelle », 1900; Ip., « Journal de Math. », 1900. 
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E veniamo ai contributi di ricerca che, nel campo della 
Dinamica dei sistemi anolonomi, sono stati dati più recente- 
mente. 

Lampariello ed Agostinelli e la sua Scuola (39) si sono 
occupati particolarmente della applicabilità alla Dinamica dei 
sistemi anolonomi del metodo di integrazione di Hamilton- 
Jacobi. Lucia Venturelli e C. Agostinelli (31) si sono occupati 
dei sistemi anolonomi con un gruppo di coordinate ignorate. 

La Scuola di Agostinelli (3°) si è occupata della ricerca, 
per i sistemi anolonomi, dell’esistenza di particolari integrali 
(esistenza di un integrale lineare nelle velocità lagrangiane) 
ed in generale della ricerca di relazioni invarianti «in involu- 
zione » (secondo una opportuna generalizzazione della cor- 
rispondente nozione per i sistemi olonomi). 

Tale ricerca di relazioni invarianti, o, in particolare, di 
integrali, è fatta in vista del difficile problema della integra- 
zione delle equazioni differenziali del moto dei sistemi ano- 
lonomi. Avremo occasione di citare più avanti altre notevoli 
ricerche compiute all’estero, oltre che in Italia. 





(°°) G. LAMPARIELLO, « Rendiconti della R. Accademia d’Italia », 
1942 (vi appaiono tre lavori sull'argomento); A. PiGNEDOLI, « Atti del 
Seminario matematico e fisico di Modena », 1946; Ip., « Atti del Semi- 
mario matematico e fisico di Modena », 1947; C. AGOSTINELLI, « Ren- 
diconti della Accademia nazionale dei Lincei », Classe di Scienze fisiche, 
matematiche e naturali, 1949 (vi appaiono due lavori sull'argomento). 

(31) L. VENTURELLI, « Atti del R. Istituto Veneto », anno 1938-39, 
t. XCVIII, p. 11; C. AGOSTINELLI, «Atti della R. Accademia delle 
Scienze di Torino », vol. 80, 1944-45. 

(*2) A. PIGNEDOLI, « Atti del Seminario matematico e fisico di 
Modena », 1946; Ip., « Atti del Seminario matem. e fisico di Modena », 
1946; C. AGOSTINELLI, « Atti del Seminario matem. e fisico di Modena », 
1947-48; Ip., « Bollettino U.M.I. », 1956 


17 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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Parte Seconda. 


ESPOSIZIONE DEI PRINCIPALI RISULTATI 
DI ALCUNE RICERCHE, 
CON PARTICOLARE RIGUARDO A QUELLE COMPIUTE 
DALLA SCUOLA MECCANICA ITALIANA 


I. — RICERCHE SUI «SISTEMI DINAMICI CORRISPONDENTI ). 


Per sistemi dinamici corrispondenti si intendono, secondo 
la definizione di Painlevé (33), due sistemi (A) ed (Ax) soggetti 
a vincoli fissi, con gli stessi gradi di libertà, ma, in generale, 
distinti, sia per la diversa natura che per le forze che li solle- 
citano; sistemi le cui equazioni del moto siano, rispettivamente 
(con chiaro simbolismo): 





d 0T OT 
A) di da I 
d' RE Ga 
(Aa) TE 
con 
IN dr MERE £5; 
(11) ene dat (6 sur ri ) 
pe ue Pre st dui 
(21) Ti= Di Dit (È = SF) 


e tali che le traiettorie dei due sistemi coincidano, pur essendo 
diversa, in ognuno di essi, la legge temporale con cui quelle 
traiettorie vengono percorse. In altri termini, se si attribui- 
scono alle coordinate lagrangiane x1, x2, ..., %n ed alle velocità 
gli stessi valori iniziali, i due movimenti hanno, nello spazio 
rappresentativo (%1, x2, ..., 4») la stessa traiettoria. 


(33) Cfr. P. ParnLEvé, « Journal de Liouville », t. X, 1894 (già 
cit.); Ip., « Comptes Rendus » 1896 (già  cit.). 
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Painlevé, il quale stabilì diverse proprietà generali dei 
sistemi dinamici corrispondenti, non assegnò, tuttavia, in modo 
esplicito, le condizioni sufficienti affinchè un dato sistema (A) 
ammetta dei sistemi corrispondenti (A4;). Comunque non diede 
condizioni in forma tale da consentire di affrontare il problema 
della integrazione. 

Però risolveva il problema della determinazione di tutti i 
sistemi dinamici corrispondenti nel caso di due variabili. 

Il problema veniva ripreso da Levi-Civita (34), il quale 
risolveva completamente il problema posto da Painlevé nel 
caso in cui sui due sistemi non agiscono forze, ed assegnava, 
in questo caso, tutti î tipi di sistemi corrispondenti per i quali 
st abbia la conservazione delle geodetiche. 

Del problema generale della determinazione dei sistemi 
corrispondenti con » gradi di libertà, nel caso in cui le forze 
agenti non siano tutte nulle, si è occupato C. Agostinelli (35), 
il quale, dopo aver stabilito le equazioni differenziali che legano 
due sistemi corrispondenti, e dopo aver dimostrato alcuni teoremi 
generali, procede all'integrazione delle equazioni differenziali 
sopra dette, assegnando tutti î tipi di sistemi dinamici corri- 
spondenti, non privi di forze, che presentano effettivo interesse. 

Nella ricerca, l’Agostinelli si serve dell'Analisi vettoriale 
generale ed opera, essenzialmente, sulle varietà vincolari V, 
e V, nel senso di Boggio (39), relative ai due sistemi corrispon- 
denti (4) ed (Ar), e per cui, detti Q(xz, %2, ...,%n) e Qr(%7, 
%2, ...,%n) i punti che rispettivamente, le descrivono, si ha: 


n 

(31) dQ° = ds? = 2Tdt = Y°,.a;dx:dx;, 
E 
n 

(35) dQî = ds = 2Tdtz =), bydxdx; ; 





(34) T. LEvi-Civita, Sulle trasformazioni delle equazioni dinamiche, 
«Annali di Matematica », serie II, t. XXIV, 18096. 

(5) C. AGOSTINELLI, Sui sistemi dinamici corrispondenti, « Memorie 
della R. Accademia delle Scienze di Torino », 1937. 

(89) T. BoGgIo, « Rend. della R. Acc. naz. dei Lincei », 1933, già cif. 
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indicando poi con F ed F; due vettori rispettivamente tangenti 
alle varietà V, e V,, nei punti Q e Q,, tali che è 








Sa d Si $ 
F x di ='Xi 0 Fi Xx € ZI (ian) 
le equazioni del moto dei due sistemi assumono la forma: 


Liste Da 
(41) “di? Pod % (41) dt? Hal Fi ’ 





dove le derivate sono eseguite «tangenzialmente » nel senso 
di Boggio. Partendo da queste premesse l’Agostinelli, come 
ho detto, esaurisce la questione. 


2. - RICERCHE SULLE « CURVE NATURALI ) 
DI UN SISTEMA DINAMICO. 


Com'è noto, ad un sistema olonomo con » gradi di libertà 
si può fare corrispondere un punto P = P(4, 92, 93, In 3), 
funzione dei parametri lagrangiani indipendenti, che in ogni 
istante individuano la posizione del sistema, e del tempo t. 
Tale punto si chiama immagine del sistema. 

Indicando invero con Q;(41, 92, 93, -..: 91,3), (€ = 1,2,3,...) 
i vari punti del sistema considerato, con %3;22, %zin %zi le 
coordinate cartesiane ortogonali del punto Q; con X3i_2, 
Xsi-1, X3zi le componenti della forza applicata al punto Qi, 
la cui massa sia m;, e introducendo le quantità positive wu; 
tali che: 





M3zi-a = Mzi-1 = Uzi=Mi, 


l'equazione fondamentale della Dinamica può scriversi: 
Sl dx 
(12) Zi (ur a " Xo)osr pp 


Essa deve essere verificata per tutti gli spostamenti vir- 
tuali compatibili coi vincoli. Consideriamo ora ino spazia 
euclideo $;, con 3, dimensioni e interpretiamo con Hertz le x, 
come coordinate cartesiane ortogonali in tale spazio; indichiamo 
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poi con Ir, I., ..., 13, dei vettori unitari, a due ad ue ortogonali, 
paralleli agli assi coordinati di origine o. 

Siano P ed f il punto.ed il vettore rispettivamente defi- 
niti dalle 


/ 


\ P- 0) “Li AR 
(22) I 
Îf= 


| 


x (,/Vur )I 


La (12) può scriversi allora: 


6) EE oto 

Data una posizione del sistema olonomo considerato, è 
determinato in modo unico il punto P, che può, dunque, con- 
siderarsi come immagine del sistema in questione. Assegnando 
al tempo # un valore determinato, l'equazione P = P(41, 92, 
..+» In t) mostra che il punto P descrive una ben determinata 
varietà V, con n dimensioni immersa nello spazio euclideo S3,. 

Al variare del tempo #, la V, si muove nello spazio S3y. 
La V, si chiama, con Boggio, varietà vincolare e risulta fissa 
in 53, se i vincoli sono indipendenti dal tempo. i 

L'equazione differenziale (32) deve essere verificata per 
tutti gli spostamenti virtuali invertibili del punto P compa- 
tibili coi vincoli, quindi dP ha direzione tangente alla V, (con- 
i — f deve 
essere normale alla varietà vincolare. Si può dunque scrivere: 


rn, LR 


siderato # come costante); perciò il vettore 


essendo R un vettore normale alla V,, in P, che si può inter- 
pretare come reazione vincolare della V, pensata come vincolo 
liscio. Proiettando ambo i membri della (43) ortogonalmente 
sullo spazio euclideo tangente alla V, in P, si ha 


(52) v = fo 
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essendo Py ed fy le proiezioni dei vettori P! — sti edisf(*), 

La curva di V, descritta dai punti-immagine P si chiama 
traiettoria del sistema e risulta determinata dalla equazione 
differenziale (52) e dalle condizioni iniziali. L'integrazione 
della (52), con le condizioni iniziali, fornisce, dunque, il moto 
di P sulla varietà vincolare, cioè il moto dell'immagine del 
sistema considerato. 














Se si pone: 
e FOR | a, cipria. ! sile? 
Seo eg A 
quindi: 
pri CAP Pi Pr dpr 
Gia 


dalla equazione (52). si ottiene: 


d3P I dPe:-dP 
(72) ds — s' (li fo x ds” 7) (7). 





Nel caso particolare, di evidente interesse, in cui le forze 
siano conservative e posizionali, di potenziale U, indipendente 
dal tempo, si ha 


fo = grad, U » 


e la (52), usando, per semplicità, i simboli ordinari di deriva- 
zione, diventa: 


i dep 
(52) die = grad Us: 


(*) Dunque P” è la derivata seconda superficiale, nel senso di Bocco, 
del punto P rispetto al parametro temporale # (vedi P. BURGATTI, 
T. Boggio, C. BuraLI-FORTI, Geometria differenziale, Zanichelli, Bologna 
1930, già cit.). 

(8°) Cfr. AGOSTINELLI, « Memorie del R. Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere », 1937; Ip., «Atti della Pontificia Accademia delle 
Scienze, Nuovi Lincei », Anno LXXXVI, 1933, già cit. 








LA MECCANICA ANALITICA E IL SUO SVILUPPO 263 


Ne discende l’integrale delle forze vive: 
| dP 


(82) 5) =2(U+4), (4 costante). 


La (72) si trasforma, allora, nella: 


d*P I 
0) 357 ZU +7) | 





dP':<dP. 
grad U — grad U x PI 
che è l'equazione differenziale delle traiettorie del punto mobile 
sulla varietà vincolare V,, in dipendenza di forze conservative 
dipendenti ida un potenziale U, cioè l’equazione differenziale 
delle traiettorie dinamiche del sistema. 

Essa si può scrivere: 


n dP 
(99) = grad/z(U+%) — |I2(U+4) -|=0, 


ove, al solito e come nel seguito, le derivate ed i gradienti sono 
calcolati tangenzialmente alla V,. 

Dalla (92) risulta che, per un dato valore della costante h 
delle forze vive, la traiettoria di P sulla V,, è determinata dalla 
condizione di passare per un punto assegnato e di avere ivi data 
tangente. 

Per un punto P di V, passano perciò 0c0”-! traiettorie, 
cioè tante quante sono le direzioni tangenti alla V, uscenti 
da P, e la totalità di esse, per un dato valore di 4, è 002(@#-1), e 
al variare di 4, sono 0021, 


» 


Se, nella (72), si sostituisce in luogo di s’? (che è il qua- 
drato della velocità del punto mobile P, in generale variabile 
I 
k 
renziale dei sistemi di linee di Lipka, o sistemi di velocità: 


d°P ( dP_ dP 09). 


> an ae reitpre 


da punto a punto) una costante si ottiene l’equazione diffe- 


(102) 


(38) Cfr. I. LipKA, « Pubbl. of M.I.T. » 1921, già cit.; Ip., « Pubbl. 
of M.I.T. », 1921 nuova nota sull’argomento, già cit. 
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Nel caso particolare delle forze dipendenti da un poten- 
ziale U, l'equazione differenziale dei sistemi di linee di Lipka 
diventa: 


d°P dP dP 
(II2) sa k (grad U — grad U x TT) 
Ponendovi RU = L(P), si ottiene: 
d°P dP  dP 
(122) "gs gra L- grad Lx a, 


I sistemi di curve soddisfacenti alla (122), con L funzione 
arbitraria di P, si chiamano sistemi o famiglie naturali di curve 
e sono stati introdotti da Kasner (39). 

La proprietà fondamentale delle curve di Kasner è la 
stazionarietà, lungo le medesime, dell’integrale: 


ESATA 


con F funzione di P, caratteristica del dato sistema di curve. 

Essendo cioè, F una funzione del punto P di V,, cioè 
una funzione di parametri lagrangiani 91, 42, ..., 9n, si conside- 
reranno le curve di V, per cui l'integrale 


B 
(132) Fa J Fds 
A 


esteso ad un arco di una di esse compreso fra due punti fissi 
A e B sia stazionario, sia nulla, cioè, la variazione: 


B 
(142) dl of Fds, 
A 


quando si passi dall’arco considerato ad un altro infinitamente 
vicino, appartenente alla stessa varietà V,, e compreso fra 
gli stessi estremi fissi A e B. 


(39) E. KASNER, « Trans of Am. Math. Society », 1909 e 1913, già 
cit.; C. AGOSTINELLI, lavori citati; A. PIGNEDOLI, « Atti del Seminario 
matematico e fisico di Modena », 1947. 
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Se ne deduce l’equazione differenziale geometrica delle 
curve naturali della varietà metrica V,, caratterizzata dalla 
funzione F(P): 


d,P dF dP 
ds? F east 


(142) isa GATA (grad pet 


Assumendo F = |/2(U + A), si ha l'equazione delle traiet- 
torie dinamiche del sistema, cioè delle curve di V,, che rendono 
stazionaria (minima) l’azzone. 

Se si assume, invece, F = costante, si hanno le geode- 
tiche di Vy. 

Se si pone F= 1/)/2(U + 4), si ottengono le brachisto- 
crone di V,.° 

Un'altra famiglia notevole di curve naturali è quella delle 
catenarie di V,, che sono le figure di equilibrio, in V,, di un 
filo flessibile ed inestendibile, sottoposto a forze conservative 
di potenziale U. 

‘Circa il moto di un punto su di una linea naturale (priva 
d'attrito) della varietà vincolare V,, valgono le seguenti pro- 
posizioni: 


I) Nel moto lungo una brachistocroma di V,, la reazione 
normale relativa a Vn è uguale ed opposta al doppio dell’analoga 
componente normale della forza agente sul punto mobile (genera- 
lizzazione di un noto teorema di Eulero relativo alle brachisto- 
crone dello spazio ordinario). 


II) Nel moto lungo una geodetica di V, la reazione nor- 
male di questa, relativa a Vn, è uguale ed opposta all’analoga 
componente normale della forza agente. 


III) Nel moto lungo una catenaria di V, la reazione 
normale relativa a V, risulta uguale alla componente normale, 
relativa a Vn, della forza agente. 


Si possono anche formulare alcuni teoremi sulla integra- 
zione delle equazioni differenziali delle linee naturali. 
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Vale anzitutto la seguente. proposizione: 


I) Le linee naturali di funzione caratteristica F, appar- 
tenenti alla varietà metrica V,, coincidono con le traiettorie dina- 
miche di un punto dello stesso spazio, sollecitato da una forza 


di potenziale U = - F?, e corrispondenti al valore nullo del- 
l'integrale dell'energia. 

Dalla proposizione sopra scritta, poi, tenuto conto del 
teorema di Jacobi, si deduce: 


II) Se dell'equazione differenziale alle derivate parziali: 





i W _ I 
ars F2 = 
(152) 7 Luo dgr 5 O) 
st conosce un integrale completo W(gqx, 92, ..., Qn, @, ..., Gn_x) 
contenente (n — I) costanti arbitrarie ar, ..., 0n_x, lé equazioni 


in termini finiti delle curve naturali della varietà metrica V, 
definita dal 


n 
ds? = para andgndgr 
I 


e caratterizzata dalla funzione F (essendo Bi, ..., Bir nuove co- 
stanti arbitrarie) risultano: 


doW doW doW 


(162) vota ida sd Dana fn 


Dalle proposizioni I) e II) segue poi la proposizione: 


EII).Se:Wilox dar. dai, Qui Gi) da On-1) è un inte- 
grale completo della equazione differenziale (152), tenendo fisse 
le costanti ar, 42, ..., Gn-r € facendo variare le Dane 
le (162) definiscono un sistema co-® di curve naturali della varietà 
V, caratterizzate dalla funzione F, le quali tagliano ortogonal- 
mente le ipersuperficie W = costante. 
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i ngi RICERCHE SU CERTI SPECIALI SISTEMI LAGRANGIANI. 


Un particolare interesse presentano, per lo studioso di 
Meccanica analitica, certi speciali sistemi lagrangiani, dotati 
di vincoli variabili col tempo, e soggetti a forze dipendenti 
dalle accelerazioni. 

Sia dato il sistema lagrangiano: 

(13) - (F)- 5 — CRU 





e si supponga l’esistenza di un potenziale cinetico della forma: 


Fn 
(23) £=T+U(%,..,9n3) ELE s(Q1, +», In 9)ds + 


n 


I E, 
Ati nre Va Ust(91, vr Ino t)gsd (Use = Uts) . 


Le equazioni lagrangiane del moto (13) si trasformeranno 
in generale, in virtù delle (23), nelle equazioni seguenti: 


(4) 
ddr dg dg di \0d, 
EI) 


(13) 





con 


n n 
V=U+)Y,Ua+1Y Usd (1) 
I I 


Nel caso più generale in cui i vincoli dipendano dal tempo, 
le (13) diventano: 


ie eT DI OÙ; 20). 
(17) 7) = +Z( - Gel + 














09, 0% dr dgr 09s 
Us 0U,s Un 0U, UK . 
} DAS dea lia di Zago. 


— YViUnhs. 


(49) Cfr. E. T. WHITTAKER, Analytical Dynamics, Dover Publi- 
cations, New York 1944 cap. II p. 44. 


268 ANTONIO PIGNEDOLI 


Le componenti lagrangiane delle forze sono funzioni lineari 
delle accelerazioni e quadratiche delle velocità. Inversamente, si 
può affermare che, quando le componenti lagrangiane delle forze 
sono di tale forma, esiste il potenziale cinetico £. 

Considerando il caso in cui i vincoli siano indipendenti 
dal tempo, si avrà: 


n n 


E SRG È 
(33) e i E = 73 Vous Irstrds +U+ da Usgs + 


13 I 
LEN Vi 
2 - st 


con le a,s, U, Us ed Uy; dipendenti soltanto dalle coordinate 
lagrangiane. Se si fa l’ulteriore ipotesi della ignorabilità di wm 
coordinate, per fissare le idee 91, 92, ..., @m (con m< n), allora 
sussistono gli m integrali primi dei corrispondenti momenti 
cinetici: 


PREGARE da x e 
(43) A == dh +U; + Yo Usids = Gi, 


(t=='1/2,4,08) 

dove le «; sono m costanti. 
In questo caso si trova che il sistema considerato si riduce 
ad un sistema olonomo con (n — m) gradi di libertà, dotato 


n 

di forza viva 6* = > Vous brsdrds e soggetto a forze dipendenti 
1: 

dal potenziale: 


Pare 
da Dj Dci — Wi(aj— W;), (4) 


essendo ®ii — ii l'elemento recicproco di dij + Uij nel deter- 
m E 

minante delle |a; + U;;| ed Un = Un +); Dia; — U;)bin, 
I 

con bin = an + Uin. 


(41) Cfr. A. PIGNEDOLI, « Atti della Società dei Naturalisti e Mate- 
matici di Modena », vol. LXXVII, 1946, già cit. 
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* 
*_>* 


Un caso particolare al quale sono applicabili i risultati 
precedentemente esposti è quello del moto relativo di due 
particelle elettrizzate Pi e P, assimilabili a punti materiali, 
dotate di masse mr; ed mm, di carice rispettive e, ed e, e che 
si suppongono inter-agenti secondo lo schema rappresentato 
dalla legge elettrodinamica di Weber (4). 

Il moto relativo delle due particelle è piano. Assumendo, 
allora, il piano del moto come piano (x, y), con l’origine in Pa 
e riferendo P; alle coordinate polari 7 e 0, le equazioni lagran- 
giane del moto relativo sono: 
nn 


yz 








(53) ra 3 
Î x (120) = 7:0/= y, (costante), 


ad 





dove è u = cre( 





n e cè la velocità della luce nel vuoto. 


x 


Il potenziale cinetico è, in questo caso: 


post DR a 3° 2()2 I LI 
(63) RE CI i n} 


Sussiste l’integrale dell’energia: 
y2 


Torso 2a pie: > e 
(CO a io =, (costante). 


e tenendo conto dell’integrale delle aree, 720 = y, il problema 
di moto considerato si riduce alle quadrature. 
Para 
Per una particella dotata di energia relativistica, le equa- 


zioni del moto si possono derivare, come si sa, da un principio 
variazionale della forma: 


(83) 5 f "(E +G)di=0, 
bo 


(42) W. WEBER, « Annalen der Physik », Band LXXIII, 1848. 
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il quale esprime la stazionarietà dell’integrale hamiltoniano 
di azione. Nella (83) £, sta ad indicare «la funzione lagran- 
giana della particella », caratterizzante, appunto, la medesima 
come non sollecitata da campi di forza, ed £; la «funzione 
lagrangiana di inter-azione », ‘dipendente dall'esistenza e dalla 
struttura del campo di forza sollecitante la particella stessa. 

Si ha l'estensione delle proposizioni della Meccanica clas- 
sica, con l’esistenza dell’integrale primo relativistico delle forze- 
vive e con l’esistenza, nel caso di ignorabilità di una coordi- 
nata, del corrispondente integrale primo relativistico del mo- 
mento cinetico coniugato. Se le forze generalizzate sono funzioni 
lineari delle accelerazioni e quadratiche delle velocità, si esten- 
dono le proposizioni che valgono in Meccanica classica. Certo 
che va tenuto presente quanto segue: il problema del passaggio 
dalle equazioni relativistiche del moto di una singola parti- 
cella a quelle del moto di un sistema rigido di punti materiali 
presenta le note grandi difficoltà dovute, essenzialmente, al 
fatto che la nozione di corpo rigido non può essere «sic et 
simpliciter » introdotta in teoria della relatività, e al fatto 
che non è possibile in relatività conservare la legge newtoniana 
di azione e reazione (43). Tale passaggio appare, dunque, in 
generale, non effettuabile. 

Per quanto riguarda il problema del moto di un corpu- 
scolo elettrizzato veloce in presenza di un altro uguale ad 
esso, ed in uno schema — al solito — non quantistico, se si 
assume come schema di inter-azione elettrodinamica fra due 
particelle quello fornito dalla formula di Weber (44) (che, pur 
non fornendo la reale inter-azione, risulta analiticamente maneg- 


(4) Cfr. W. PauLI, « Encykl. der Mathem. Wissenschaften », vol. 2; 
J. L. SyNGE, « Transactions of Royal Society of Canada », (3), 28, 1934; 
O. CostA DE BEAUREGARD, La Théorie de la velativité vestreinte, Masson, 
Paris 1949. 

(44) La legge di Weber non fornisce, notoriamente, la reale inter- 
azione fra i due corpuscoli. La teoria relativistica diretta della inter- 


azione in parola è stata fatta\da H. ARZELIÈS (La dynamique relati- 
viste et ses applications, I, Gauthier-Villars, Paris 1957). 
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gevole e fornisce alcuni risultati espressivi anche nella impo- 
stazione in cui si tenga conto della variazione della massa 
con legge relativistica) le equazioni lagrangiane relativistiche 
del moto relativo di una particella rispetto all’altra pensata 
come ferma sono: 








bg ; ge 
° dt + 726? Mc? 
Sh) È 
Ag 
(93) & E. i 
i è) 3 





essendo la funzione lagrangiana «totale » la seguente: 





j2 202 2 y2 
(103) L= £p + Li = — Moe? ii È (x i ) 


Sussistono l’integrale primo relativistico dell’energia 


(113) Mol? (: La ESSI = 2e? (x dala 5) + h È 


c? 





(4 costante), 


e l'integrale primo relativistico del momento della quantità 
di moto: 
yz + 720? 


(123) mor:6(1 - n 


/ $ = i\Accostante); 


Ne discende la possibilità di una completa discussione dei 
moti in questione (45).. 


(45) Vedi: A. PiGNEDOLI, « Atti del Congresso U.M.I. di Napoli », 
1959; Ip., « Atti della Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bolognaf», 
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4. —- RICERCHE SULLA INTEGRAZIONE 
DELL'EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI HAMILTON-JACOBI 
PER SEPARAZIONE DI VARIABILI. 


I casi più notevoli in cui si riesce ad assegnare effettiva- 
mente un integrale completo della equazione alle derivate par- 
ziali di Jacobi sono quelli in cui è applicabile il criterio della 
separazione delle variabili. Riferendosi al caso di un sistema 
olonomo con n gradi di libertà, sollecitato da forze dipendenti 
da un potenziale, e dotato di vincoli indipendenti dal tempo, 
l'equazione di Jacobi 


òW doW 
(14) H (qw 199; Das 10 Gar) SS 


ammette la separazione delle variabili se si può soddisfare ad 
essa con una funzione della forma: 


Cd We Wi) +-+ Wald) = VW). 


Tale possibilità sussiste soltanto se la funzione hamilto- 
niana ha forma particolare. 

Il primo caso classico presentatosi è — come si sa — quello 
segnalato da Liouville e nel quale l’energia cinetica è della 
forma: 


(3) T=G(A1+ + An) (Bid +. + Bud), 


con A; e B; funzioni soltanto di gx; A, e B, funzioni soltanto 








di 92, ... e così via. Il potenziale U è poi della forma: 
(4) = VOTE Ego 


serie XI, tomo VII, 1960; Ip., «Atti della Società dei Naturalisti e 
Matematici di Modena », 1946; In., « Atti del Seminario matematico 
e fisico dell’Università di Modena », vol. II, 1947-48. 
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Si ha, in tal caso, l'equazione di Jacobi: 











I il 0W \z I W \° 
(54) 2Ar1+... + An) 6 (Ge) tetti ; 
PE, PAS 


che, come è noto, si integra per separazione di variabili. 

Un'altra classe di problemi dinamici alla quale si può 
applicare il metodo della separazione delle variabili è quella 
segnalata da Stéckel, sempre nell’ipotesi che la forza viva sia 
una forma quadratica ortogonale nelle velocità lagrangiane. 

Considerate n? funzioni @rs(ds), Y, s= 1,2,..., n, tali che 
ciascuna dipenda dalla sola gs il cui indice coincide col secondo 
indice della funzione considerata, sia il determinante D delle 
®rs non identicamente nullo; indicando con %, (zaia) 
i reciproci degli elementi di una delle righe del determinante D, 
per esempio degli elementi della n-esima riga, si avrà: 


(6,) È Pur P, =1, 


(e questa fa vedere che le 7, non sono tutte uguali a zero); 
per cui, convenendo di limitare la variabilità delle qad un 
campo nel quale le 7, si mantengano tutte diverse da zero, 
e considerando il problema dinamico nel quale l’energia cine- 
tica ed il potenziale siano dati, rispettivamente, dalla 





pe dra 
(74) T= 2 di v, VA 
e dalla 
(84) U=) WU9,). 


con le Ux(9x), ..., U,(97), ..., Un(gn) finite e regolari nel campo 
che si considera, l'equazione di Jacobi diventa, in tale caso 


(94) L* sl 3 I - Ur] 2g 


e si integra anch’essa per separazione di variabili. 








18 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. .al vol. 98. 
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Veramente la questione che lo Stickel si era posto era 
quella di determinare tutti i problemi dinamici con vincoli 
indipendenti dal tempo e sollecitati da forze di tipo conser- 
vatico per i quali l'equazione differenziale di Jacobi sia inte- 
grabile per separazione di variabili. 

Lo Stàckel riuscì a segnalare il caso che abbiamo richia- 
mato e, nello stesso tempo, assegnò le condizioni per la pos- 
sibilità del problema, condizioni che furono poi ricavate, sotto 
nuova forma, da Tullio Levi-Civita. 

Levi-Civita (4°) stesso provò anche che, se un problema 
dinamico conservativo, di hamiltoniana H = (7) -— U, è inte- 
grabile per mezzo della separazione delle variabili, anche il 
problema corrispondente del moto spontaneo con assenza di 
forze (cioè quello retto dall’equazione (7) =, gode di tale 
proprietà). Lo stesso Autore assegnava poi le condizioni ulte- 
riori (concernenti tanto la energia cinetica quanto il potenziale 
delle forze) per le quali continua ad essere possibile, anche 
con forze non uguali a zero, la separazione delle variabili. 

Tullio Levi-Civita forniva inoltre un criterio di classifica- 
zione di tutti i problemi dinamici che possono essere risolti 
per separazione di variabili ed assegnava anche un altro caso 
particolare di integrabilità. 

Per n = 2, la questione era stata discussa ed esaurita dal 
Morera (47) e fu più tardi compiuta anche per n = 3 dal Dal- 
l’Acqua (48). Il Burgatti (49) assegnava poi, nel caso di n varia- 
bili, (# — 1) nuovi tipi di equazioni di Hamilton-Jacobi inte- 
grabili per separazione di variabili. Di una questione analoga, 
relativa alla equazione di Schròdinger della Meccanica ondu- 
latoria e limitatamente a forme quadratiche ortogonali, si è 


(4°) T. LEVI-CIviTA, « Mathematische Annalen », Bd. LIX, 1904. 

(4) MoRERA, «Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino », 
vol. XVI, 1881. 

(48) F. A. DarL’AcQua, « Mathematische Annalen », Bd. LXVI, 
1908. 

(49) P. BuRGATTI, « Rendiconti della R. Accademia dei Lincei », 
IQII. 
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occupato lo Etsenhart (59). Successivamente della questione si 
è occupato anche Agostinelli (51) in una nota pubblicata nel 
Bollettino dell’Unione Matematica Italiana. 

Per quanto riguarda il problema in generale, la risoluzione 
sistematica del medesimo nel caso di » variabili comportava 
grandissime difficoltà. Nei lavori di Liouville, Stéickel, Painlevé, 
Goursat, Levi-Civita, Di Pirro (5°) venivano assegnati tipi no- 
tevoli di sistemi dinamici che ammettono integrali quadratici; 
tipi, però, che, come osservò Levi-Civita, erano ancora lontani 
dall’esaurire la questione. 


»* 
* 
La questione fu ripresa da Agostinelli nel 1937 (53) in un 
profondo lavoro che si concretò in una Memoria della R. Acca- 
demia delle Scienze di Torino. 


Considerando un sistema dinamico, a vincoli indipendenti 
dal tempo e con » gradi di libertà, individuato dai parametri 





lagrangiani x,, %2, ..., Xn, quindi di energia cinetica 
I n 
(104) T= Tar Drstrstrts , (4,5 = dsr), 
I OT 
(7) ve 2 Von Prds ’ (2 spy di ) ’ 


I 


dove le as sono gli elementi reciproci dei termini a,s nel deter- 
minante formato coi coefficienti a,s, l’Agostinelli tiene pre- 
sente il risultato di Levi-Civita, secondo il quale i tipi di forze 


(59) L. P. EISENHART, « Annals of Mathematics », 1934 e 1935. 

(51) C. AGOSTINELLI, « Bollettino dell’Unione Matematica Italiana »' 
1958. 

(5) R. LIOUVILLE, « Journal de Mathématique », XV, 1849; P. STA- 
CKEL, « Comptes Rendus », 1893; Ip., « Annali di Matematica », 1897; 
P. PAINLEVÉ, «Comptes Rendus », 1897; E. Goursar, «Comptes 
Rendus », 1893; T. LEVI-CIVITA, « Comptes Rendus », 1897; G. DI PIRRO, 
«Annali di Matematica », 1896. 

(5) C. AGOSTINELLI, « Memorie della R. Accademia delle Scienze 
di Torino », 1937. 
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vive che rendono integrabile per separazione di variabili (inte- 


n 
grale completo W = >S Wi(x;) con Wi; funzione del solo. para- 
s=1I 


metro x;) l'equazione di Hamilton-Jacobi: 


doW òoW doW i 
(114) H( dx: , dx, ’ DOS) d%n ’ XI) xa, se.) tn) Losi h ’ 














dove % è la costante dell’energia e dove è ce = PI 
(7 


...,), rendono anche integrabile per separazione di variabili 
l'equazione: 


(124) (T)=A% 


dei sistemi dinamici con vincoli indipendenti dal tempo e non 
soggetti a forze. (L’Agostinelli ha poi successivamente deter- 
minato la funzione U delle forze). Indicando con Q(x1, %2, ..., %n) 
il punto che descrive la varietà riemanniana V, tale che 


n 


(134) dQ° = 2Tdt = Y<4rsdxrdts , 

dl 
cioè la varietà vincolare, siccome l’equazione (7) = % definisce 
le geodetiche di V,, (54), il problema in questione equivale al 
problema geometrico di determinare tutte le varietà riemanniane 
per cui la equazione delle geodetiche sia integrabile per sepa- 
razione di variabili. 

Sono proprio le proprietà geometriche stabilite relativa- 
mente alla struttura della varietà vincolare, che rendono pos- 
bile all'Autore l'integrazione delle equazioni di condizione e, 
quindi, la risoluzione della questione. 

Il primo caso considerato dall’Autore è quello in cui si 
abbia 


da ; ; 
(144) sv per r,,s*+i; i=1,2,.., #—-1I, 
V 


(54) P. BurGaTTI, T. BoGgiIo, C. BuraALI-FORTI, Geometria diffe- 
renziale, Zanichelli, Bologna 1930, già cit. 
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condizioni cui vanno aggiunte le seguenti: 








9 gio 
(154) ai i 0 ’ (, S + ] 3 I # n) , 
da . darj 
(16,) Yan =. — ani dx; ==t05; 
da; T-  dag 
SLI ii 
(174) dat* dg 2° by; 


ian; r*4)). 


In tale caso l'Autore rileva che le ipersuperficie %, = co- 
stante della varietà vincolare sono applicabili sopra un Sy_: 
euclideo, e questo risultato gli consente di assegnare, elegan- 
temente, la soluzione del relativo problema. 

L’Autore passa poi al caso generale in cui delle condi- 
zioni (144) siano soddisfatte quelle corrispondenti a £ valori 
dell’indice 7, e cioè si abbia: 

days 


(18,) oa 0° Part s#i; i=1,2,..,k; 





I<kA<Nn—-1,; 


Ars 
dx; 
e per ognuno dei valori dell'indice 7 compreso fra & + 1 ed n. 
Per questi residui valori dell'indice è devono essere soddisfatte, 
invece, le condizioni: 





mentre non siano tutte nulle le derivate Pers asi 








(19 ) aîi das 2a Doe ail dan capoati gii Dori a 
È dX; d- -d%; d%; 7 
(20,) RL a 
= 0%; 2 dx; 


(,s,f*1t; 1=k4+1,k%4+2,..., n). 


Viene stabilito che la varietà vincolare V, deve essere 
tale che i sistemi di varietà Wx, immerse in V, e definite da 
%k+1 = COSÌ., %k+2 = COSÌ., ..., Xn = cost, (ove 1<k<n— 1) 
devono essere applicabili su di un Sx euclideo. Dopo ciò, la 
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risoluzione del problema risulta notevolmente agevolata e 
l'Autore ne assegna così due soluzioni, nelle quali interviene 
un sistema (n — k) — flo ortogonale, costituito da ipersuper- 
ficie coordinate. 

Nell’ultima parte della Memoria, l'Autore considera diret- 
tamente il caso di £ = I, e dimostra come, dalle relazioni che 
egli ha stabilito, segua, in particolare, la soluzione corrispon- 
dente al caso di Stéckel. 


5. — RICERCHE SULLA DINAMICA DEI SISTEMI ANOLONOMI. 


Un altro gruppo di problemi che interessano in maniera 
essenziale lo sviluppo della Meccanica analitica è quello con- 
cernente la Dinamica dei sistemi anolonomi. 

È ben noto come vi sia perfetta equivalenza fra le equa- 
zioni lagrangiane del moto di un sistema olonomo ed il prin- 
cipio variazionale di Hamilton: 


(13) 47 = Kc + dL)dt= 0. 
0 

Era naturale che nascesse la questione circa la possibilità, 
o meno, di dedurre dal principio di Hamilton stesso equazioni 
differenziali del moto anche in casi più generali, come quello 
dei sistemi anolonomi, nel quale, come si sa, si presentano 
quelle particolari difficoltà, per l'applicazione dei teoremi della 
Meccanica analitica, che furono segnalate da Neumann, Vier- 
kandt, Hadamard, Carvallo, Korteweg ed altri (55), e delle quali 
la più saliente è proprio la non applicabilità delle equazioni 
lagrangiane. . 

Come si sa, se si considera un sistema con vincoli bilaterali 
e privi d'attrito, esprimibili mediante relazioni in termini 


(55) Cfr. C. NEUMANN, Grundziige der analytischen Mechanik, « Be- 
richte der Kénigl. sichs. Gesell. der Wiss. zu Leipzig », 1888; A. VIER- 
KANDT, « Monatshefte fiir Mathematik und Physik», t. III, 1892; 
J. HADAMARD, « Societé des Sciences de Bordeaux », 1895; CARVALLO, 
«Journal de l’École Polytechnique », 1900; D. KoRrTEWEG, « Nieuw 
Archief », 1899. 
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finiti fra le coordinate dei diversi suoi punti, e Se 41, 92, 93, »-., In 
sogno gli n parametri lagrangiani indipendenti che determinano 
la posizione del sistema, dall’equazione generale della Dina- 
mica si deducono per esso le equazioni lagrangiane del moto. 
Se il sistema considerato è sottoposto ad ulteriori vincoli di 
mobilità espressi da m, (m< n) relazioni lineari nelle velocità 


lagrangiane e fra di loro indipendenti, cioè del tipo: 
bio + brrdr + br292 +... + bdindin=0, 
b20 + dard: + 02292 + ... + bandn = 0, 

(25) 


| dino + bmrdi H bmaifa + seo + biindn =0, (m =; n) ; 


le quali non siano illimitatamente integrabili, e dove i coeffi- 
cienti b;; sono funzioni note dei parametri lagrangiani ed even- 
tualmente del tempo, si ricavano le n equazioni del moto del 
sistema anolonomo considerato seguenti: 

d (0T OT 
(35) di (7) “n dar = O, + Axbrr + Azbzr +... + Ambmr, 





dove Ax, Az, ..., Ah sono moltiplicatori lagrangiani. 

Queste debbono coesistere con le equazioni dei vincoli di 
mobilità e costituiscono con esse un sistema di n + m equa- 
zioni nelle n + m quantità incognite gx, 92, ..., dn; Ax, Az, «.., Ami 
e servono pertanto a determinare tali quantità. © 

Una forma notevole delle equazioni del movimento di un 
sistema anolonomo è assegnata dal Maggi. Le equazioni dei 
vincoli anolonomi vengono messe sotto la forma: 


(45) dr ton xv, Brss Da n Bro fi (7 IZ n) i 


dove gli @s sono (n — m) nuovi parametri arbitrari e le f,s 
sono determinate funzioni delle g e del tempo # nel caso di 
vincoli dipendenti dal tempo, mentre, nel caso di vincoli indi- 
pendenti dal tempo, le f,s, per s = 1, 2,...,n — m sono fun- 
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zioni delle sole g e le ,, sono identicamente nulle. I parametri 
arbitrari ©s introdotti si chiamano caratteristiche cinetiche del 
sistema in coordinate g, poichè esse definiscono tutti i possi- 
bili atti di moto che il sistema può effettivamente assumere, 
compatibilmente coi suoi vincoli, a partire da un certo istante, 
e dalla configurazione del sistema in quell’istante. 

Le equazioni del Maggi che, insieme alle sopra scritte equa- 
zioni dei vincoli anolonomi, forniscono la completa imposta- 
zione differenziale del problema del moto del sistema anolonomo 
considerato, sono le seguenti: 





(53) Lei (a) = Lr. 
S=I, 2, ...N-M. 


Orbene, riferendosi al principio di Hamilton, va tenuto 
presente che la sua portata è estremamente generale, quando 
si mediti sul fatto che esso si può applicare anche alla dedu- 
zione delle equazioni differenziali del movimento dei sistemi 
anolonomi (59). 

«4 

Una questione di grande importanza sui sistemi anolonomi 
è certamente quella consistente nel porsi la domanda se il 
metodo di Hamilton-Jacobi sia ‘applicabile o meno alla dina- 
mica dei sistemi anolonomi stessi. La questione è stata ini- 
zialmente affrontata da Lampariello (57) in tre lavori pubblicati 
sui Rendiconti della R. Accademia d’Italia. 

La generalizzazione in parola risulta possibile quando, per 
un sistema olonomo con » gradi di libertà, si esprimono le 
equazioni del moto in quasi-coordinate (58) nel senso di 


(58) Cfr. O. HòLDER, « Gétt. Nach. », 1896, p. 122; A. Voss, « Gétt. 
Nach. », 1900, p. 322; G. HAMEL, « Math. Annalen », CXI, 1935, p. 94. 

(9°) G. LAMPARIELLO, « Rendiconti della R. Accademia d’Italia », 
1942; ID., loc. cit., 1942; Ip., loc. cit., 1942. 

(EE: F, WHITTAKER, Analytical Dynamics, Cambridge Univer- 
sity Press, 1927. 


i 
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Whittaker, introducendo » caratteristiche cinetiche © funzioni 
lineari delle velocità lagrangiane g, dipendentemente dal fatto 
che l’equazione di Jacobi. presenta un certo carattere inva- 
riantivo di fronte alle trasformazioni lineari che fanno passare 
dalle 9 alle @ (ciò risulta dimostrato — limitatamente al caso 
di vincoli indipendenti dal tempo — in un lavoro di Dobron- 
ravov (59), in cui ci si fonda su note equazioni stabilite da 
Hamel) (0°). 

Ora, supponendo di conoscere gli integrali di un sistema 
olonomo con n gradi di libertà, in quasi-coordinate e derivanti 
da un integrale completo della corrispondente equazione di 
Jacobi, integrali che caratterizzano le g in funzione di # me- 
diante relazioni della forma 


(63) Qi Gli Cr) Capi lati i (aio 


contenenti 27 costanti arbitrarie c1, c2, ..., Cn; Ct, c2, ..., Cn; quando 
al sistema materiale si impongano m ulteriori vincoli di mobi- 
lità anolonomi con m < n, espressi dall’annullarsi di m delle 
caratteristiche cinetiche ©, per esempio 


(75) On-myt:xr = 0), On-mt2= 0, ..., On=0, 


Lampariello utilizza gli integrali ottenuti per la risoluzione 
del nuovo problema. 
Il problema tuttavia, data la sua intrinseca difficoltà e la 
sua delicatezza dal punto di vista critico, ha dato luogo a 
diverse ricerche successive della Scuola di Agostinelli (61). È 
stata dimostrata la seguente proposizione: 
Il problema del moto di un sistema materiale soggetto a 
vincoli bilaterali e privi di attrito, la cui posizione in ogni istante 


(59) V. V. DoBRoNRAvOv, «C.R. de l’Academie des Sciences de 
l’URSS », 1939. 

(59) G. HAMEL, « Zeit fiir Mathem. und Physik », 1904; In., « Ma- 
them. Annalen », 1904. 

(51) Cfr. A. PIGNEDOLI, « Atti del Seminario matematico e fisico 
dell’Università di Modena », 1946; Ip., loc. cit., 1947; C. AGOSTINELLI, 
« Rendiconti della R. Accademia dei Lincei », 1949. 
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si possa individuare mediante n parametri lagrangiani, e sog- 
getto ancora ad m vincoli di mobilità anolonomi (m<n), si 
può risolvere col metodo di Jacobi, quando sia possibile deter. 
minare una funzione V dei parametri lagrangiani e del tempo, 
contenente n — m costanti arbitrarie essenziali, soddisfacente ad 
un sistema di (m + 1) equazioni differenziali alle derivate. del 
primo ordine. 

Dopo ciò, la risoluzione completa del problema richiede 
ancora l'integrazione di un sistema di m equazioni differenziali 
ordinarie del primo ordine, derivante dalle condizioni di ano- 
lonomia. 


* 
* * 


Nonostante ciò, si presenta ancora la difficoltà rappre- 
sentata dal fatto che la determinazione della funzione che, 
per intenderci, chiameremo «funzione di Jacobi », dipende 
dalla risoluzione di un sistema di m +1 equazioni differen- 
ziali alle derivate parziali, del primo ordine, ove m è il numero 
dei vincoli di mobilità anolonomi. 

Agostinelli (6°) ha dato le condizioni sotto le quali l’inte- 
grazione delle equazioni canoniche del moto di un sistema 
materiale, la cui posizione in ogni istante, si possa individuare 
mediante n parametri lagrangiani, soggetto a forze conserva- 
tive e sottoposto ad m<% vincoli di mobilità anolonomi, 
si può fare dipendere dalla ricerca di un integrale, che si dirà 
ancora completo, di una determinata equazione differenziale 
del primo ordine, alle derivate parziali, contenente (n — m) 
costanti arbitrarie essenziali; la quale equazione, in assenza 
di vincoli anolonomi, si riduce proprio alla ordinaria equa- 
zione di Jacobi dei sistemi olonomi. Determinate le condizioni 
di cui abbiamo detto, quando esse sono soddisfatte, un inte- 
grale completo della detta equazione alle derivate parziali 
fornisce 2(n — m) integrali delle equazioni canoniche del moto 
del sistema considerato, contenenti 2(n — m) costanti arbi- 





(52) C. AGOSTINELLI, « Rendiconti della Accademia naz. dei Lincei », 
1949, (Note I e II). 
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trarie. Dopo ciò, la risoluzione del problema viene ridotta alla 
integrazione di un sistema normale di m equazioni differenziali 
del primo ordine di m funzioni incognite del tempo, derivanti 
dalle. m equazioni dei vincoli anolonomi. Questa ulteriore inte- 
grazione introduce altre m costanti arbitrarie, e in tutto, si 
hanno (2n — m) costanti arbitrarie, tante quante ne involge, 
appunto, la soluzione generale del problema. 
sta 

Un'altra questione che presenta indubbio interesse è quella 
consistente nel proporsi di assegnare le condizioni affinchè le 
equazioni del moto di un sistema materiale, la cui posizione, 
al solito, si possa individuare in ogni istante per mezzo di x 
parametri lagrangiani 91, 92, ...,9n € che sia soggetto, inoltre, 
ad m, (m< n) vincoli di mobilità anolonomi, ammettano un 
integrale lineare nelle velocità lagrangiane (03). 

Nel caso in cui le forze dipendano da un potenziale U, 
detta al solito i 


n 3 
sd DE ; 
pr F Vs Irsdrds ; (4rs = sr) do=, fo 7 I) , 
o 
l'energia cinetica del sistema, introdotte le (n — m) caratte- 
ristiche cinetiche wi, ..., ©n_m tali che si ha: 


(=I,..,hn-M; do=0%=1), 


n_m 


da= Y Bridti, (= 0,1,2;...,# sd; dio = 0), 


=1I 
dove le É, sono quasi-coordinate nel senso di Whittaker, posto: 


n 


Qi = Vs rsBriBsi ’ (È, f=0,1,2,..,0— m), 
o 


I 


(93) Vedi: C. AGosTINELLI, « Atti della R. Accademia delle Scienze 
di Torino », vol. 80, 1944-45; A. PIGNEDOLI, « Atti del Seminario mate- 
matico e fisico dell’Università di Modena », 1946. 
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per cui l’energia cinetica assume la forma: 
T* we I n_-m i 
= Lav; 
o 


le equazioni del moto si riducono alla forma: 





dx (c0* ÒT* ds % 
(85) dt | dwi dij dé; RE 2 PR 


((=1,2,..,n—-m) 
con 


‘dé; dé; 


(REA N orrni mM) . 








Viij = — Vhyji = da ArsBrr 


[o] 


s | OBsj — dBsi ) i 


Si possono effettivamente stabilire le condizioni affinchè 
le equazioni del moto soprascritte ammettano vin integrale 
dei momenti, per esempio l’integrale: 

0F* i 


= = .01j%j = costante . 
dwr rad 1779 





(95) di 


Si deducono le condizioni: 








I dao e QU 
(I) a Lula 2 Potro Zi %4q Bra =0, 
IC dai SE 
(II) = Lafa da? Viri=0, 
((=1,2,...n—-m). 
(III) Y Bragg — (Vi + yin) =0, 


dove è chiaro il significato dei simboli. 
Un caso particolare notevole si ha quando è 


(105) Ba =0, perr=2,3,..., n. 
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In questo caso, facendo ancora 





0Brj daij 
IO =008k5, =0;. = 
( 5) Brx Dgr Era 
(0A a 
dui a < \ 
(115) da 0 ( = 1, 2,3; ...,7 M) o; 


e che inoltre si abbia 
(125) U + > doo = D(g2, Q3) > Quo ò) } 


con ® simbolo di funzione arbitraria degli argomenti indicati 
fra parentesi, col che risulta che la coordinata gr deve essere 
ignorata, le condizioni I), II), III) sono tutte soddisfatte; e 
sussiste, pertanto, l'integrale dei momenti (95), il quale risulta: 


n_-m n-m n 
(135) DE: aridi = Brx Vi) awBrioi = costante . 
1=0 peg. 


Questo integrale si può esprimere anche per mezzo delle 
velocità lagrangiane, e risulta: 





n ; OT =. E | 
(145) Bri duel = Br dh = costante ,, 
cioè I 
(155) Da = costante. 
* 3 


Dunque il caso considerato conduce all’ordinario integrale 
dei momenti compatibile con l’ignorazione della coordinata gr. 


* 
»* 


E veniamo ad un altro problema di notevole importanza. 
La grande difficoltà che presenta il problema dell’integrazione 
delle equazioni cel moto di un sistema anolonomo fa sentire, 
ancora più che per i sistemi olonomi, la necessità di ricercare 
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delle classi di soluzioni particolari, traendo partito dalla cono- 
scenza di integrali o relazioni invarianti (%). 

Se si suppone di conoscere, delle equazioni del moto poste 
in forma canonica, un certo numero /<n — m di integrali o 
di relazioni invarianti, fra loro în involiszione (si estende l’a- 
naloga definizione di integrali in involuzione di un sistema 
olonomo) si possono stabilire le condizioni per l’esistenza di 
un nuovo sistema di 2(4 — m—/) relazioni invarianti per le 
equazioni canoniche, quelle che rendono stazionaria l’energia 
totale H del sistema. 

In base all'esistenza di tali relazioni invarianti, viene di- 
mostrata la possibilità di famiglie di soluzioni particolari delle 
equazioni del moto, le quali si ottengono integrando un si- 
stema di (. + m) equazioni normali del primo ordine, esten- 
dendo così ai sistemi anolonomi un ben noto teorema di Levi- 
Civita sui sistemi olonomi (55). 

Il risultato può essere applicato al caso particolare in cui, 
essendovi (m + /) coordinate ignorabili, esistono, sotto ulte- 
riori condizioni, / integrali dei momenti con le zn-m_—-1) 
relazioni invarianti che rendono stazionaria l’energia totale. 
In questo caso, vengono definite delle soluzioni particolari 
(merostatiche), dipendenti da 2/ + m costanti arbitrarie, nelle 
quali restano costanti, oltrè i momenti cinetici, n — / co- 
ordinate lagrangiane, mentre le rimanenti / coordinate la- 
grangiane risultano funzioni lineari del tempo. Si hanno così 
dei movimenti analoghi a quelli alla Routh per i sistemi olo- 
nomi. 

Ma veniamo a considerare le cose un po’ più dettagliata- 
mente, sia pure limitandoci ai capisaldi dei procedimenti e 
dei risultati. Scritte le equazioni del moto del sistema ano- 


(64) Cfr. A. PIGNEDOLI, « Atti del Seminario matematico e fisico 
dell’Università di Modena », 1946, già cit. 

(65) T. Levi-Crvita, Prac. matematyczno-fizyeenych, Warszawa, 
t. XXII, 1906; T. LEVI-CIVITA e U. AMALDI, Lezioni di Meccanica vazio- 
nale, vol. II, p. II, cap. X, $ 9, Zanichelli, Bologna 1927. 
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lonomo in questione sotto la forma: 


d (0T*\ è(T*+U)" 
(165) (7) - TR) Latino = =0, 
(t =1/2, AM), 


se, in particolare, le caratteristiche cinetiche si fanno coinci- 
dere con v = n — m delle velocità lagrangiane g, per esempio 
Wi = Imsi, (i = 1,2,...,n — m), le equazioni dei vincoli ano- 
lonomi diventano: 


(175) d=Y Primi, (=1,2,.mv=n—_m). 
i=1 


Ponendo ora, in generale: 
si ricava: S 


dove af è l’elemento reciproco del termine a; nel determi- 


nante di ordine v=n — m relativo alla forma quadratica 


I È On: 
T*= = Do cijwivj. Allora la T*, espressa in termini dei mo- 
) I ) . } 


menti pi, diventa: 
x v 
Ris 23 ] ipe'didi ° 


Introducendo, poi, la funzione caratteristica: 


\ 
\ 


H=Y hw (T*+0), 


i=1 
che risulta, tenuto conto del valore di $; e del teorema di 
Reato sulle funzioni omogenee: 


H=T*- 3 atidipj — 


(energia totale del sistema), 
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alle equazioni del moto del sistema olonomo considerato (165) 
si possono, in generale, sostituire le equazioni canoniche: 
dH 

Odi 


di òH èH 3 
di) È de + Lava ge DI no, FREE TO 


(I) Ori 





alle quali vanno aggiunte, al solito, le equazioni dei vincoli 
anolonomi. 5 

Ora, affinchè le equazioni canoniche ammettano un inte- 
grale della forma: 


(III) }(91, 92, +... In; Pr, da, ..., py) = costante, 


dovremo avere: 


: 2 0 E 
(18;) Lia :y A dio, 











che si traduce nella condizione: 








; df_ dH 0-0, 
(193) fa\ dti di db de; 
òf OH Dig 

Là di Lima gl di di 
la quale, ricordando che è Yh,ji = — Yh,ij, si può anche scri- 
vere: 

-.( df OH o èH 
(205) Sa obi dpi dé; 





r 0 èH of 0H 
"Sw Ùpn br Luana (3. dpi db; 36) = °- 


x 


Questa, in particolare, è soddisfatta identicamente per 
f=H, e perciò, quando H non contiene esplicitamente il 
tempo (come abbiamo supposto), sussiste l'integrale dell’energia 
H = costante. 
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Se si suppone di conoscere, delle equazioni canoniche, 
IL < 7) integrali 


(IV) fs(qr, PAR e EN di) ='Cs, (s 21,21 1) 


con le cs costanti arbitrarie, le quali saranno nulle se si tratta 
di relazioni invarianti; se si suppone, ulteriomente, che le sopra- 
scritte equazioni siano risolubili rispetto ad / delle ), cioè che 
sia, per esempio: 


(215) ds, = Fs(41,92, In; Pur duz, dI), ($=1,2,...,1); 


indicando con K (gr, 92, ».., 4a; Piyr Pl4z, «..: Py), la forma che 
assume la funzione caratteristica H quando in luogo di $r, 
P2, ..., fi SI sostituiscano rispettivamente i valori Fx, F., ..., F} 
deminiti dalle soprascritte relazioni, si SRO per K le equa- 
zioni: 


(225) de + {K, Fs} — DE nr Dana | Chrowraa 





dove è 
=. (èFs 0K OFs dK 
2 IE = ( È = 2 ) a 
(235) { s} > dÉ; Odi dhi dE; 
_ 0Fs 0K 
"LL eda fr dpi di di 
e risulta 


{K, Fs} = — {F,, K}. 
Si trova che le relazioni 


OK dK 
vom — =0, ((=Z+1,...,%) 


costituiscono pure relazioni invarianti per il sistema canonico 
considerato I), II) quando le derivate totali rispetto al tempo: 
d (F) d (dK 

da) #\% 


19 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 


(245) 





(255) di (=/+1,...,9) bo 
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si potranno esprimere come funzioni lineari ed omogenee delle 


ki 
db dk (S=Z+1,...,2). 


stesse 





Le relazioni invarianti sopraddette sono quelle che rendono 
stazionaria l’energia totale H del sistema subordinatamente all’esi- 
stenza degli integrali o relazioni invarianti ps = F; (s= 1,2,..., 1) 
e per gli spostamenti virtuali che verificano le condizioni di ano- 
lonomia. 

In definitiva, si hanno i seguenti risultati finali: 

Le equazioni: 


(26:). fs —- Fs=o0, EE SITO fi todi (s=/+1,...,9); 
6K 
(275) vr 0, ((=/+1,...,9) 


vengono a costituire, in totale, un sistema di /+2(r — ) = 
= 2v— l relazioni invarianti fra le v + n quantità, 


di, da, caPy ; 91; 92, ce Imyl Qm+l4+1» 0 Qm4 ve 


Esse permettono, allora di esprimere 2v — / di queste 
quantità per mezzo delle rimanenti #m + /; permettono per 
esempio, di esprimere 


Dr Path Im4l+1, Gm4l+2, ©») In 
in funzione di 
91) qQ2) a) Qm4yl è 


Per la determinazione di queste ultime (m + /) quantità, 
si hanno le equazioni canoniche: 


_ 3H 
-T: 





(285) Wi 


e le m equazioni dei vincoli anolonomi: 


(295) 4 = D Brio, (= 1,..-,11) 
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La integrazione fornisce 91, 92, ..., @ms1 in funzione del tempo 
con (m + 2) costanti arbitrarie. Se le ! relazioni fs — Fs = 0 
sono integrali del sistema canonico, nella soluzione che si ottiene 
figureranno ancora altre / costanti arbitrarie; si otterrà, cioè, 
una famiglia di 00? soluzioni particolari. Da quanto pre- 
cede, segue allora, il già preannunciato teorema, che estende 
l'analogo dovuto a Levi-Civita per i sistemi olonomi: 


Se di un sistema materiale, con m vincoli anolonomi, le 
cui equazioni del moto siano ridotte a forma canonica, si cono- 
scono l relazioni invarianti (ovvero l integrali) risolubili rispetto 
ad l dei momenti ds e fra loro «in involuzione », se, inoltre, i 
vincoli di anolonomia sono tali per cui sono soddisfatte le con- 
dizioni 


m 
OK 
(305) z d9p Ap,is =0 ’ 
pero = I, 2, ...,M; vt, pa si 
con 





de ei Bos Te OBpi 
hpris = Lie Bis =] Pmi 09m+s 


’ 
ui CEI 


sussiste, in generale, una famiglia di coMt! (ovvero 0c0+2l) solu- 
zioni particolari, che si ottengono integrando un sistema di 1 + m 
equazioni normali del primo ordine. 

In particolare, se si suppone che 


Gr, F2) +++» Dm, Imyro Qm+2; ++») Imi <vran— m) 


siano coordinate ignorabili e sia inoltre 8,; = 0, perry = I, ..., 1; 
t=1,...,l, le equazioni del moto porgono gli / integrali dei 
momenti: 


I 


OT* 
Odmri 


= (costanti), (î=1,2,...,)). 


(315) i di = 





AITI TO FERA 
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Nelle stesse ipotesi le relazioni invarianti: 





OK òK 
(325) pa LF, (s=/+1,...,%) 
definiscono 
Dia Diya, ‘e dy ; Im+l4i» dm4142) «> Qmyv = In 


come quantità costanti dipendenti da 10), (0), ..., p,(0). 
Dopo ciò, le equazioni canoniche 





> dH 
(335) Imti = Wi SR ((=1,2,...,)), 
Hot ; 
ove le di (î = 1, 2,...,/) che dipendono dalle $ e dalle 9,5 
‘ 


(s=/+1,..., v) risultano, a sostituzione effettuata, delle co- 
stanti, forniscono le 


Qmyr, Qm+z, «> Qmai 


come funzioni lineari del tempo. 
Infine le equazioni dei vincoli anolonomi, nelle ipotesi 
ammesse, si riducono alle seguenti: 


v 


(345) d ni DBridmri , (7 = 1,2, m) ’ 
+1 
e, nel caso considerato, essendo dmyi = 0 pero = [4-1 


si ha gég= 0 per 7= 1,2,...,; si hanno cioè, anche per le 
dr, 12, +-.,@m Valori costanti (arbitrari). 

La soluzione particolare ottenuta è, pertanto, una solu- 
zione che si può dire merostatica, dipendente da 2/ + m costanti 
arbitrarie, e gli 0024# movimenti possibili che essa fornisce 
sono una estensione di quelli che, nel caso dei sistemi olonomi, 


vengono chiamati moti alla Routh. 


\ * 
*_* 

Ricorderemo infine che Agostinelli (5) ha dato nuova 
forma sintetica (vettoriale) alle equazioni del moto di un sistema 


(99) C. AGOSTINELLI, «Bollettino dell’Unione Matematica Italiana ), 
1956. 
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anolonomo con vincoli indipendenti dal tempo, riducendo la 
questione alla considerazione di un punto-immagine sulla cor- 
rispondente varietà metrica; stabilendo la connessione con un 
opportuno sistema olonomo, indagando circa l’esistenza, per 
le equazioni del moto, di un integrale lineare nelle velocità 
lagrangiane e stabilendo le proprietà caratteristiche, geometrico- 
meccaniche, di tale integrale. 


6. — SU ALCUNE RECENTI RICERCHE RIGUARDANTI IL MOTO 
DI UN CORPO RIGIDO CON UN PUNTO FISSO. 


Il problema del moto di un solido con un punto fisso O 
dà luogo, come si sa, alla classica equazione differenziale vet- 
toriale euleriana: 


(16) K+%w\K=M, (R-GF). 


dove M è il momento risultante delle forze esterne, w(}, 9, 7) 
il vettore velocità angolare di rotazione, K(Ap, Bg, Cr) il vet- 
tore momento della quantità di moto, essendo gli assi (mobili 
col corpo) 0xyz assi principali d’inerzia e, quindi A, B, C i 
momenti principali d’inerzia del corpo in questione in moto 
attorno al punto fisso O. 

La grande importanza dello studio del moto del sistema 
in questione anche in vista della vasta messe di applicazioni 
tecniche alle quali ha dato luogo, ha determinato una vera 
fioritura di ricerche, concretatesi in una vasta letteratura spe- 
cialistica. 

Certamente il caso più importante di sollecitazione sul 
corpo mobile è quello in cui la forza sollecitante sia la forza - 
peso + mgx (m = massa, g= valore della accelerazione di 
gravità e y= versore della verticale discendente) applicata 
nel baricentro G(x, y, 2). Allora si ha M={(G— 0) A mey, 
e l'equazione differenziale vettoriale (16) assume la forma: 


(26) k+w\K=mgG-0)Nx 


dove K è la derivata temporale di XX relativa agli assi mobili. 
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Alla (26) va associata l'equazione vettoriale di Poisson: 


dy _ 
(36) TX. 


Moltiplicando scalarmente la (26) per w e per x, rispettiva- 
mente e tenendo conto della (36) si hanno i due integrali primi, 
dell’energia: 


(46) T_—- mg(G—0)x x=h, (costante) 
e del momento scalare della quantità di moto: 


(56) K x x = Ko (costante), 


dove sli l w Xx K è l’energia cinetica del sistema. 
Si ha poi, il terzo integrale: 
(66) KE ST 


Le equazioni differenziali vettoriali (26) e (36) equival- 
gono al sistema delle sei equazioni differenziali scalari seguenti: 


Ad + (C — B)gr= mg (X3vo — X2%), 

Bd + (A —- C)rp = mg (x:20 — X3%), 

Ci + (C — A)pg = mg (q2%0 — XiVo) ; 
(76) { - pagate 030% 


= kb _ tt, 


Ora, è ben noto che il problema del moto di un corpo rigido 
pesante con un punto fisso può essere ridotto a quadrature 
se è possibile trovare un quarto integrale primo accanto ai 
tre citati. Prima di venire a tale questione, ricordiamo alcune 
altre ricerche. 
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Sbrana (7) ha fatto vedere che le equazioni di Eulero e 
Poisson possono essere sostituite con equazioni contenenti sol- 
tanto le componenti $, q ed.y del vettore velocità angolare w 
e non i coseni direttori. 

Bottema e Beth (8) hanno. dedotto, in uno spazio ad n 


5 siii ; . aMm_- 1 da ; 
dimensioni, un sistema di "a equazioni che generaliz- 


zano quelle di Eulero ed hanno studiato i moti stazionari per 
n= 4, supponendo che non vi siano forze oltre le reazioni 
nel punto fisso O. 

Ma, venendo al problema della ricerca di un ulteriore 
integrale primo, oltre ai tre — diremo — classici, ricorderemo 
una ricerca di Stankevich (59) il quale partì dall’equazione alle 
derivate parziali di Jacobi e usò trasformazioni di contatto 
per la ricerca, appunto, di tale quarto integrale. 

Anche i tre casi classici di integrabilità hanno dato luogo 
a notevoli ricerche. Grammel (7°) ha studiato il caso di Eulero- 
Poinsot allo scopo di ottenere formule atte al calcolo numerico. 
Il moto «alla Poinsot » è una generalizzazione della preces- 
sione regolare di un corpo simmetrico in assenza di forze 
esterne. Nel caso simmetrico, il modo alla Poinsot può essere 
rappresentato come sovrapposizione di una rotazione intorno 
all'asse di figura e di una rotazione intorno all’asse di preces- 
sione. Nel caso di un corpo asimmetrico, le due rotazioni non 
sono uniformi, ma oscillano intorno a certi valori medi. I 
periodi di tali oscillazioni sono uguali al periodo delle oscil- 
lazioni dell'angolo di Eulero 0. Grammel procede decompo- 
nendo la rotazione propria © e la rotazione precessionale ‘Y 
del moto alla Poinsot nei loro valori medi e nelle loro oscilla- 
zioni intorno a tali valori. 


(9?) Cfr. F.SBRANA, « Bollettino dell’Unione Matematica Italiana », 1934. 

(58) O. BorTEMA-H. J. E. BETH, «Koninkl. Nederland Akad. 
Wetenschap, Proc. », 1951. 

(69) Cfr. I. V. STANKEVvICH, «Trudy Moskov. Stanko-Instrum, 
Inst. », 1937. 

(7°) Cfr. R. GRAMMEL, « Ingenieur Archiv », 1950. 
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Per quanto riguarda il celebre caso, considerato indipen- 
dentemente da Lagrange (1788) e da Poisson (1815) ed in cui 
si ha. A.= B,x0= Yo = 0, cioè in cui due momenti principali 
d'inerzia sono uguali ed il baricentro si trova sul terzo asse 
d'inerzia, dopo le ben note ricerche di Jacobi (1849) e di Somov 
(1856), Chrapan (7) ha fatto vedere che le equazioni del moto 
possono essere integrate rispetto al tempo con l’ausilio delle 
funzioni ellittiche, qualora la posizione del corpo sia indivi- 
duata, al solito, mediante gli angoli di Eulero. La stabilità 
della rotazione nel caso di Lagrange è stata, invece, studiata, 
col metodo di Lyapunov, da Chetaev (72). 

È stato studiato in Italia (73) il caso in cui il punto fisso 
non coincida col baricentro; ma sia prossimo ad esso, -caso, 
quindi, di movimento prossimo al moto alla Eulero-Poinsot. 

Il problema è ridotto allo studio di due sistemi di equa- 
zioni alle variazioni. 

Invero si parte dall’osservazione che, se %o, Yo, Zo SONO 
degli infinitesimi, lo sono pure le componenti del momento 
Mx, M, ed M,. Detta allora, d, 4, 7 la soluzione delle equa- 
zioni di Eulero, quando il baricentro coincide col punto fisso 
(moto alla Poinsot), indicando con È, n, & le rispettive varia- 
zioni per il passaggio alla considerazione del moto in questione, 
sì scriverà: 


(86) P=sPti, qa=10+tn,1=7+t; 


sicchè, dopo aver sostituito nelle tre prime delle (7,), trascu- 
rando gli infinitesimi di ordine superiore al primo in é, n, È 
e tenendo conto del fatto che si ha 


(9) — 49+(C—B)g7=0, Bî+(4-0r5=0, 
Cr +(B— A)pa=0, 


(71) Cfr. J. CHRAPAN, «Mat. Fyz. Sborn. Slovensk? Akad. Vied 
Umenì », 1952. 

(72) Cfr. N. G. CHETAEv, « Prikl. Mat. Mekh. », 1954. 

(73) Cfr. A. PIGNEDOLI, « Atti della Società dei Naturalisti e Mate- 
matici di Modena », 1945. 
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si ottengono le equazioni alle variazioni: 
| AÉ + (C — B)(9î + îm) = mg (vo%; — so%a), 
Bn + (A — C)(ré + DE) = mg (20%: — %0%3) 


CÈ + (B — A)(bn + 96) = mg (x0%: — Voti); 


(106) 





dove %1, X2, X3 sono i valori dei coseni direttori y1, x2, X3 della 

verticale discendente nel moto approssimato alla Poinsot. Essi 

debbono soddisfare alle equazioni differenziali: 

(ug para, rp, dra. 
dt asi s ° dt 








Ponendo poi 
(126) %W=%x +81, %2=%2 + e. X3=%3 + 83 


trascurando i termini di ordine superiore al primo in É, n, 
È, €, €2, €3, si ottengono le equazioni alle variazioni: 


| a=%e-Xmtet— 69, 





(136) \ ba = X36 — UiL+ 83d — 7, 
e3= XM — 26 + €194 — &D. 

Una volta ricavate €, 7, î dalle equazioni (106) (che sono 
le equazioni alle variazioni delle equazioni di Eulero), le altre 
tre equazioni alle variazioni (136) forniscono er, e2 ed 3. 

Viene condotto uno studio accurato delle equazioni alle 
variazioni, con particolare riguardo al caso in cui il momento 
della quantità di moto K, sia diretto verticalmente verso l’alto 
e considerando, in tale caso, le possibili soluzioni delle equa- 
zioni alle variazioni delle equazioni di Eulero, in cui &, n, È 
siano funzioni lineari in D, 9, 7. 

Nello stesso lavoro viene anche considerato il caso in cui 
siano xo ed yo infinitesime, zo finita e sia infinitesima la diffe- 
renza A —- B= A. 

Tale caso si può considerare, cioè, come variato rispetto 
al caso classico di Lagrange per due ragioni; la prima consi- 


VERE, <TR 
PIT 
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stente nel fatto che il baricentro non coincide col punto fisso 
ed è poco distante dall’asse 2; la seconda consistente nel fatto 
che la struttura del corpo rigido considerato è prossima alla 
struttura giroscopica. Questo problema viene ridotto anch'esso 
allo studio di equazioni alle- variazioni, e viene discussa la sta- 
bilità di alcuni moti particolari, quasi stazionari. 

Notoriamente il problema consistente nel domandarsi di 
trovare tutti i casi in cui la soluzione generale del sistema (76) 
è esprimibile in termini di funzioni meromorfe di (t varia- 
bile complessa) fu risolto dalla Kovalevskaya (1888), la quale 
fece vedere che, oltre il caso A =B=C ed oltre il caso di 
Eulero-Poinsot (xo = Yo = zo = 0) e il caso di Lagrange e 
Poisson (A = B, x0= Yo = o) solo un altro caso restava in 
cui ciò è possibile, e cioè quello in cui sia A = B = 2C, 20 = 0. 
Come si sa, le ricerche della Kovalevskaya furono seguite da 
lavori di Lyapunov e di Appel’rot, nonchè dalla segnalazione 
del caso di Hess ed Appel’rot, in cui se A> B> C,siha yo=0; 
x34(B — C) — zoC(A — B)= o e le equazioni di Eulero am- 
mettono l'integrale particolarizzato Apxo + Crzo = 0. 

Ma vi era un altro problema: quello di trovare tutti i 
casi in cui il sistema (76) possiede un quarto integrale, alge- 
brico in $, 9, 7. 

Dopo le ricerche ben note di Poincaré e di Husson in 
materia, citeremo Burgatti, il quale fece vedere che se l’ellis- 





soide d'inerzia è di rivoluzione, un quarto integrale algebrico 
esiste solo nei casi di Ewlero-Poinsot, Lagrange-Poisson e della 
Kovalevskaya. 


* 
* o 
Una vasta letteratura concerne poi i casi di Staude, Steklov 


e Bobylev, Goryachev e Chapligin, Mercalov, Kowalewsky, Cor- 
liss e altri (74). 


(4) Per una versione sintetica e comparativa di tali casi, con ampi 
riferimenti bibliografici, il lettore può utilmente consultare: E. Lrr- 
MANIS, Some recent advances in the Dynamics of vigid bodies and celestial 
Mechanics, John Wyley and Sons, Inc., New York 1958. 
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Noi, nell’intento di segnalare, soprattutto, quanto fatto 
recentemente dalla Scuola italiana, richiameremo brevemente 
l’attenzione sulle ricerche riguardanti il caso in cui il bari- 
entcro del sistema appartenga all’asse di una sezione circolare 
dell’ellissoide d'inerzia relativo al punto fisso. Ricorderemo, 
anzitutto il notevole lavoro di Grioli (75), il quale, alla ricerca 
di precessioni regolari non degeneri fra i possibili moti del 
corpo pesante asimmetrico dotato di un punto fisso, ha otte- 
nuto una soluzione particolare contenente una sola costante 
arbitraria e che presenta notevole interesse in quanto i movi- 
menti corrispondenti del corpo allo studio sono rotazioni uni- 
formi intorno all’asse baricentrico, il quale, a sua volta, ruota 
uniformemente e con la stessa velocità attorno all’asse di pre- 
cessione, che è perpendicolare all’asse baricentrico. Va notato 
che le condizioni iniziali del moto determinano da sole queste 
precessioni purchè O sia stato opportunamente scelto. Va 
ricordato inoltre che l’asse di precessione è inclinato di un 
determinato angolo alla verticale discendente. 

Il Grioli ha anche studiato la stabilità lineare dei movi- 
menti in parola e si è anche occupato del moto attorno al bari- 
centro di un giroscopio soggetto a forze di potenza nulla (7°). 

Colombo (7?) ha ottenuto l’espressione generale del momento 
che deve sollecitare un giroscopio perchè siano possibili pre- 
cessioni regolari o rotazioni uniformi intorno ad assi differenti 
dall’asse giroscopico (moti merostatici). 

Agostinelli (78), indaga sul caso di Grioli e si domanda se, 
nelle condizioni indicate per la posizione del baricentro, esi- 
stano altri movimenti del corpo rigido pesante asimmetrico 


(75) G. GrIoLI, « Annali di Matematica pura ed applicata », 1947; 
Ip., «Annali della Scuola normale superiore di Pisa », 1947 e 1949. 

(78) G. GrIOLI, « Rendiconti di Matem. e appl.», Università di 
Roma e Istituto nazionale di Alta matematica, 1947. 

(7?) G. CoLomBo, « Rendiconti del Seminario matematico dell’Uni- 
versità di Padova », 1951. 

(78) C. AGOSTINELLI, « Atti del Seminario matematico e fisico del- 
l’Università di Modena », 1947. 
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con un punto fisso 0. Scritte le equazioni euleriane del moto 
con riferimento ad una opportuna terna 0(xyz) di assi soli- 
dali, con 0 coincidente con l’asse di uno dei piani ciclici 
dell’ellissoide d’inerzia, a cui appartiene il baricentro, l’Ago- 
stinelli si propone di vedere se esistano delle soluzioni delle 
equazioni del moto nelle quali $ ed 72 siano dei polinomi di 
una opportuna combinazione lineare delle componenti $ ed 7 
della velocità angolare secondo Ox ed Oz rispettivamente. 

L'analisi di Agostinelli fa vedere che l’unica soluzione di 
tale tipo è quella in cui la componente 7 della velocità ango- 
lare (secondo l’asse baricentrico) è costante, ed è inoltre 
q=°— p?. Vi saranno soluzioni di tipo diverso? L'analisi 
viene fatta da Agostinelli per soluzioni delle equazioni di 
Eulero-Poisson in cui le componenti della velocità angolare e 
i coseni direttori della verticale discendente rispetto alla terna 
solidale siano funzioni uniformi e meromorfe del tempo, con 
sole singolarità polari nell’origine, e tale analisi conduce a 
due soluzioni soltanto di tale tipo. La prima, che conduce a 
quadrature ellittiche, corrisponde ad un movimento di rota- 
zione, non uniforme, intorno all’asse principale d’inerzia inter- 
medio relativo al punto 0, asse che si mantiene orizzontale 
e fisso nello spazio. Il movimento in parola dipende da tre 
costanti arbitrarie. 

La seconda soluzione conduce ad un moto di precessione, 
ed è, però, molto più riposta. 

Per quanto riguarda la stabilità del movimento caratte- 
rizzato da Grioli, Agostinelli (79) conclude per la non stabilità 
se non quando i momenti d'inerzia del solido soddisfano a 
certe particolari condizioni. 

Zeuli (8°) si è occupato dei movimenti di un corpo rigido 
pesante intorno ad un punto fisso O nell'ipotesi che la strut- 





(79) C. AGOSTINELLI, « Atti dell’Istituto Veneto di Scienze, Lettere 
ed Arti», 1948-49. 

(8°) T. ZeutI, « Rendiconti del Seminario di matematica dell’Uni- 
versità e Politecnico di Torino ), 1950. 
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tura del corpo sia molto prossima a quella di un corpo sim- 
metrico. 

La ricerca di Zeuli è condotta sviluppando le funzioni 
incognite d, 9, 7, Xx, X2) X3 IN serie di potenze di un parametro, 
essendo i coefficienti delle funzioni del tempo. 


* 
*_>* 


Altre notevoli ricerche sono state eseguite relativamente 
al caso in cui il baricentro si trovi su uno dei piani principali 
d’inerzia del corpo, relativi al punto fisso O. 

Manacorda (8%) stabilisce due relazioni invarianti in fun- 
zione delle componenti della velocità angolare, come serie di 
potenze in una certa combinazione lineare di tali componenti. 
La teoria di Manacorda generalizza, sostanzialmente, i casi 
di Hess, Kowalewski e Grioli. 

Nadile (82) trova due tipi di rotazioni uniformi, nonchè 
altri movimenti che comportano solo quadrature e l’integra- 
zione di una equazione differenziale del tipo di Riccati. 

C'è poi un vasto gruppo di ricerche concernenti il pro- 
blema del moto di un corpo rigido intorno ad un punto fisso 
sotto l’azione di forze diverse dal peso. Tali ricerche sono state 
condotte da Goryachev, Tallquist, Koshlyakov, Braunbeck (83), 
ed, in Italia, da Udeschini, De Simoni, Arrighi, Alfieri (84). 





(81) T. MANACORDA, «€ Rendiconti della Accademia nazionale dei 
Lincei », Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali, 1949; Ip., 
« Rivista di Matematica dell’Università di Parma », 1950; Ip., « Ricerca 
Scientifica », 1950. 

(82) A. NADILE, Esercitazioni matematiche, Circolo matematico di 
Catania, 1950. 5 

(83) D. N. GORYACHEV, « Varshav. Univ. Izvest. », 1915; H. TALL- 
ovist, «Acta Soc. Sci. Fennicae », 1926; V. N. KosHLYyAKOV, « Prikl. 
Mat. Mekh. », 1953; W. BRAUNBECK, « Z.A.M.M. », 1953. 

(84) P. UDESCHINI, « Atti della R. Accademia delle Scienze di 
Torino », 1942; F. DE SIMONI, « Annali della Scuola normale superiore 
di Pisa », 1942; G. ARRIGHI, Atti della Accademia nazionale dei Lincei », 
Memorie della Classe di Scienze matematiche e naturali, 1947; L. ALFIERI, 
« Rendiconti di Matem. e appl. », Roma 1954. 
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Oggi, poi, in connessione con le tecniche di propulsione 
a getto, ha assunto profondo significato fisico e grande impor- 
tanza pratica il problema del moto di un corpo rigido intorno 
ad un punto fisso soggetto a forze di momento avente dire- 
zione fissa nel corpo. Importanti ricerche su questo problema 
sono state pubblicate da Grammel (85) il quale si è occupato, 
appunto, del giroscopio « autoeccitato » e dei suoi moti stazio- 
nari, nonchè delle relative questioni di stabilità. 

Fra i punti di vista moderni relativi al problema del moto 
di un corpo rigido con un punto fisso non possiamo, infine, 
non segnalare quello relativo allo spazio delle configurazioni, 
per cui il moto del corpo rigido in questione può essere inter- 
pretato come moto di un punto (9, ‘2, ®) in uno spazio tri- 
dimensionale (86). Introducendo in luogo degli angoli di Eulero 
0, P, ® quattro « parametri cayleyani » &,, &,, €, & legati 
dalla relazione 


(146) Le nes, 


ed interpretando i parametri cayleyani stessi come coordinate 
cartesiane di un punto in uno spazio euclideo a quattro dimen- 
sioni E,, l'equazione (146) rappresenta una ipersfera in tale 
spazio E,. 

Così lo spazio delle configurazioni di un corpo rigido con 
un punto fisso è omeomorfo ad una ipersfera di E,, i punti 
diametralmente opposti della quale sono considerati coinci- 
denti; cioè /o spazio delle configurazioni di un corpo rigido con 
un punto fisso è omeomorfo ad uno spazio protettivo tridimen- 
stonale. 

La varietà metrica riemanniana definita da 


(156) ds? = 2Tdt? 





(85) R. GRAMMEL, « Ingenieur Archiv», 1953; In., « Ingenieur 
Archiv », 1954. 
(89) E. LEIMANIS, loc. cit, P. 30. 
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dove 7 è l’energia cinetica del corpo studiato, varietà che si 
può introdurre nello spazio delle configurazioni, si chiama uno 
spazio euleriano. Vagner (87) ha assegnato le condizioni perchè 
uno spazio riemanniano tridimensionale sia uno spazio eule- 
riano e perchè uno spazio riemanniano tridimensionale di dato 
tensore metrico possa essere rappresentato conformemente su 
uno spazio euleriano, differente da uno spazio di curvatura 
costante. 

Vagner stesso ha studiato il moto di un corpo rigido intorno 
ad un punto concidente col baricentro ed il moto del quale è 
soggetto a vincoli anolonomi. 

Ricerche sulla varietà delle configurazioni e del tempo sono, 


poi, state compiute oltre che da Finsler, Synge, Dirac, Cartan, 


da Lichnerowicz e Rund (88). i 

Ringrazio dal profondo la gloriosa Accademia delle Scienze 
di Torino per l’alto, onorifico invito a tenere questa relazione 
sullo sviluppo della Meccanica analitica, nel Simposio di cele- 
brazione del 150° anniversario della morte del fondatore della 
Meccanica analitica stessa, G. L. Lagrange. 

La mia gratitudine viene dal cuore di uno che si sente 
umile e devoto allievo della Scuola matematica torinese. 


Istituto matematico dell’Università di Bologna. 


(89) V. V. VAGNER, « Uchen. Zap. Saratov. Gos. Univ. im Cher- 
nyshevskogo Sez. Fiz. Mat. Inst.», 1938; Ip., « Trudy Sem. Vektar », 
Tenz. Anal., 1941. 

(88) A. LicanEROWICZ, «Ann. Sci. École normale supérieure », 
1945; H. Runp, « Archiv. Math. », 1952; Ip., « Mathematische Nach- 
richten », 1954. 
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Il problema dei tre corpi 
dall'epoca di Lagrange ai giorni nostri. 


Riassunto. — Si dà una esposizione sintetica dei risultati più salienti 
conseguiti nello studio del problema dei tre corpi dall'epoca di 
Lagrange ai giorni nostri, soffermandosi sulle questioni che riguar- 
dano la riduzione delle equazioni del moto e la loro regolarizza- 
zione, sulla risoluzione analitica di Sundman, sul problema ristretto 
dei tre corpi e le ricerche di Hill, e infine sull'opera di Poincaré 
relativa alle soluzioni periodiche del problema. 


INTRODUZIONE. 


I. — Il problema del moto di tre punti materiali che si 
attraggono mutuamente con la legge di Newton, problema detto 
dei tre corpi, d'importanza capitale per l’Astronomia, attrasse 
l’attenzione dei matematici, subito dopo la scoperta da parte 
dello stesso Newton della legge della gravitazione universale. 

Il problema dei tre corpi, il più celebre di tutta la dinamica 
per le immense difficoltà che presenta la sua risolzuione, è 
stato oggetto di lunghe e faticose ricerche da parte dei più 
sommi matematici ed astronomi a cominciare da Clairaut fino 
a quelli dei nostri giorni, e la sua storia è si può dire quella dei 
metodi della Meccanica e dell'Astronomia moderna ed anche 
dell'Analisi, 

Dopo più di due secoli di studio e migliaia di lavori pub- 
blicati sull'argomento, sebbene i meravigliosi e profondi risul- 
tati di Poincaré abbiano portato tanta luce su questo classico 
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problema, e il Sundman ne abbia assegnata la risoluzione ana- 
litica generale, e le moderne macchine elettroniche consentano 
di calcolare le traiettorie e di stabilire a lunga scadenza e con 
l’approssimazione che si desidera la mutua posizione dei tre 
corpi, tuttavia resta ancora aperto ai matematici un largo 
campo di investigazione. 


PRIME RICERCHE. MEMORIA DI LAGRANGE. 


2. — Non farò la storia del problema dei tre corpi, che 
da sola richiederebbe diverse ore di esposizione ('). Dirò solo 
che lo studio qualitativo del problema dei tre corpi fu iniziato 
già dallo stesso Newton nei suoi immortali Principi e prose- 
guito poi, quando i metodi del calcolo differenziale erano già 
affinati, da Clairaut, D’Alembert ed Eulero, che trattarono con 
profondità ed eleganza la teoria della Luna, stabilirono le equa- 
zioni del moto dei tre corpi ed assegnarono i loro integrali primi. 
Anzi ad Eulero spetta il merito di avere scoperto la prima e la 
più semplice delle soluzioni periodiche del problema, quella 
cioè in cui i tre corpi si muovono mantenendosi sempre alli- 
neati, tale che due di essi conservano costante il rapporto delle 
distanze dal terzo e descrivono intorno a questo due coniche 
con fuoco nel medesimo. 

Ma il primo lavoro che segna un passo veramente fecondo 
verso la risoluzione del problema è la celebre memoria di La- 
grange, Essai sur le problème des trois corps (?), premiata dal- 
l'Accademia di Parigi nel 1772. 

In essa fu raggiunto il massimo sforzo consentito dall’ana- 
lisi per quanto riguarda la risoluzione rigorosa del problema e 
a questa memoria si sono ispirati i numerosi ricercatori, che 


(1) Cfr. R. MarcoLoNGO, Il problema dei tre corpi, Hoepli, Milano, 
1919. Cfr. anche A. GAUTIER, Essai historique sur le problème des trois, 
corps, Paris, 1817. E..T. WHITTAKER, Report on the progress of the solution 
of the problem of three bodies, Brit. Ass. Rep. 1899, pp. 121-160. 

(2) Oeuvres Complètes, t. 69, pp. 229-324. 


20 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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hanno semplificato alcuni particolari, o data veste più simme- 
trica alla trattazione. A proposito di essa il Radau disse che 
è da ritenere che più di un geometra andrà ad attingere a questa 
sorgente profonda. 

Lagrange mostra che la risoluzione completa del problema 
si può ottenere determinando innanzi tutto i lati del triangolo 
formato dai tre corpi, e in ciò consiste la parte più originale del 
lavoro. Dopo ciò le coordinate dei tre corpi nello spazio si pos- 
sono ottenere con quadrature. i 

Volendo accennare brevemente all'impostazione analitica 
del problema, osserviamo che se Po, Pi, Pi sono i tre corpi 
puntiformi, wo, mr, ma le rispettive masse; ro = PiP., 711 = Ps 
Yz = PoP, le loro mutue distanze e si indica con 


(1) U sia ca MaiMo o e 
tà Vi 2 





il potenziale delle forze di mutua attrazione, dove f è la costante 
di attrazione universale, le equazioni del moto assoluto dei 
tre corpi sono 


d?P; 
(2) Mera 


= gradp,U (1:=0152) 

Queste equivalgono a nove equazioni differenziali scalari 
del 2° ordine in cui sono funzioni incognite del tempo le nove 
coordinate dei tre punti e sono equivalenti ad un sistema cano- 
nico di 18° ordine. La risoluzione completa del problema richiede 
pertanto la conoscenza di 18 integrali indipendenti delle equa- 
zioni del moto, mentre, come si sa, se’ ne conoscono soltanto 
IO e cioè: i sei integrali del moto del baricentro, l'integrale 
delle forze vive e i tre integrali delle aree. All’infuori di questi 
il problema dei tre corpi, come ha dimostrato il Bruns (3), non 
ammette altri integrali algebrici nelle velocità. 


(8) E. H. Bruns, Ueber die Integrale des Vielkòrper-Problems, 
Berichte der Kgl Séchsischen Ges. der Wiss. 1887, PP. 1-39, 55-82. 
«Acta Mathem. », t. II, 1887, pp. 25-96. 
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Poincaré ha dimostrato inoltre che non solo non esistono 
altri integrali algebrici nelle velocità, ma che non esistono neanche 
altri integrali uniformi (4). Questo teorema, che in un certo 
senso e più generale di quello di Bruns, è dimostrato però per 
valori sufficientemente piccoli delle masse, mentre quello di 
Bruns è dimostrato per masse generiche. 

Questi risultati dimostrano che un’integrazione completa 
e rigorosa delle equazioni del moto dei tre corpi non è possibile 
se non ricorrendo a procediment di approssimazione mediante 
sviluppi in serie. 

Dalle equazioni del moto relativo dei tre corpi, che si dedu- 
cono facilmente dalle (2), Lagrange, con un procedimento vera- 
mente ingegnoso, ricava la seguente notevolissima equazione 


U — K 








Teano Pa (È e M 
2 dtz \ mo Mi Ma MoMiMa 


dove M è la somma delle masse dei tre corpi e K è la costante 
dell'energia. Essa contiene soltanto le distanze dei tre corpi e 
la sua importanza si è tanto maggiormente rivelata dopo le 
conseguenze che molto utilmente il Sundman ne ha saputo 
trarre nelle sue ricerche, combinandola con un’altra relazione 
che egli ricava dall’integrale delle forze vive. 

Successivamente Lagrange, servendosi di una funzione 
ausiliaria, che poi riesce ad eliminare, e utilizzando gli integrali 
delle aree, ottiene altre due equazioni, una del 3° ordine e 
l’altra del 2° ordine, che non contengono altro che le distanze 
Yo, Y1, Yz. Aggiungendo queste due equazioni alla (2) si ha un 
sistema di tre equazioni differenziali, una del 3° ordine e le 
altre due del 2° ordine, che sono quelle che definiscono le mutue 
distanze dei tre corpi. 

Questo sistema differenziale, complessivamente del 7° 
ordine, non contiene esplicitamente il tempo ed è perciò ridu- 
cibile al 6° ordine. Si può perciò affermare come sostanzialmente 


(4) H. PoINcARÉ, Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, 
t. I, Cap. V, Paris, Gauthier-Villars, 1892. 
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dovuta a Lagrange la massima riduzione ottenibile nell’ordine 
del sistema di equazioni differenziali del movimento dei tre 
corpi dal 18° al 6°. Questa massima riduzione non sarà; più 
superata dai successori ai quali spetta solo il merito di aver 
affinato il metodo di ricerca per giungere più rapidamente e in 
modo esplicito alla detta riduzione. Essa, come si sa, fu succes- 
sivamente conseguita molto elegentemente da Jacobi col noto 
procedimento della eliminazione dei nodi (5). 

In una seconda parte della sua memoria Lagrange consi- 
dera i casi in cui le distanze dei tre corpi, oppure i loro rapporti, 
si mantengono costanti per tutta la durata del moto. Ritrova 
in tal modo il caso di Eulero dei tre corpi allineati e scopre 
un’altra soluzione periodica del nostro problema, quella in cui 
i tre corpi sono sempre vertici di un triangolo equilatero e si 
muovono in un piano descrivendo ciascuno una conica con 
fuoco nel comune centro di massa. In particolare, se le mutue 
distanze sono costanti, si ha un triangolo equilatero uniforme- 
mente rotante nel suo piano intorno al baricentro dei tre corpi. 

A questa soluzione, che Lagrange considerava una pura 
curiosità, ha conferito singolare importanza, dopo più di un 
secolo, la scoperta dei quattro pianetini costituenti il gruppo 
troiano, i quali oscillano intorno a due centri di librazione che 
con il Sole e Giove formano approssimativamente due configu- 
razioni triangolari equilatere. 

Anzi, pare che l’astronomo polacco Kordylewski, avendo 
intuito che la Terra doveva avere un altro satellite, che con la 
Luna formasse un triangolo equilatero, dopo alcuni anni di 
indefesse e pazienti osservazioni, sia riuscito, nell’aprile del 
1961, a fotografare questo ignorato satellite, composto di due 
corpi distinti e ravvicinati, di dimensioni limitate, forse for- 
mati di ammassi meteorici, e posto, con la Terra e la Luna, al 
terzo vertice di un triangolo equilatero. 


(5) JacoBI, Sur l’élimination des noeds dans le problème des troîs 
corps, « Comp. Rend. », t. 15°, pp. 235-255, 1842; « Journal fiir Math. », 
Bd. 26, pp. 115-131, 1843; « Gesamm. Werke », Bd. 4, pp. 295-314. 
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È opportuno ricordare che il caso del triangolo equilatero, 
ruotante uniformemente nel suo piano intorno al centro di massa, 
e quello dei tre corpi allineati, furono ricavati da Levi-Civita (9) 
col metodo delle soluzioni stazionarie di un sistema canonico, 
soluzioni cioè che rendono stazionarie la energia totale del 
sistema e che siano compatibili con l’esistenza di una rela- 
zione invariante o di un altro integrale (nel caso specifico 
l'integrale del momento scalare della quantità di moto o 
delle aree). 

Questa soluzione triangolare equilatera è altresì importante 
dal punto di vista cosmogonico, poichè essa si presenta come 
meta asintotica nel moto dei tre corpi puntiformi la cui energia, 
per cause dissipative diverse, va lentamente degradando verso 
un valore minimo, secondo un’idea che risale a Lord Kelvin 
e che molto felicemente è stata utilizzata da Giulio Krall in 
diversi suoi studi di moti a meta asintotica. 

Partendo da questo stesso concetto, in una memoria di 
questa Accademia del 1941 (7), io dimostrai che se i tre corpi 
sono estesi e rotanti, e a struttura giroscopica, esiste una solu- 
zione stazionaria nella quale i tre baricentri sono disposti ai 
vertici di un triangolo, in generale non equilatero. 

Questo triangolo diventa equilatero quando, per ciascuno 
dei tre corpi, la differenza fra il quadrato del raggio d’inerzia 
rispetto all’asse giroscopico e il quadrato del raggio d'inerzia 
rispetto a un asse equatoriale, ha lo stesso valore. Se più in 
particolare i tre corpi hanno simmetria sferica intorno al proprio 
baricentro, quelle tre differenze sono nulle e si ha la soluzione 
triangolare equilatera di Lagrange. Nel caso in cui i tre corpi 
hanno struttura qualsiasi (non giroscopica) le uniche soluzioni 


(7) C. AGostTINELLI, Sul moto asintotico degli n + 1 corpi, « Mem. 
della R. Accademia delle Scienze di Torino », Serie 2%, Tomo 709, P. I, 
I94I. 

(6) T. Levi-Civita, Sur la recherche des solutions particulières des 
systèmes differentiels et sur les mouvements stationnaires, « Prau Mate- 
matyczne-Fizyene », t. 179, pp. 1-40, Warszawa, 1906. 
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stazionarie asintotiche sono quelle in cui i baricentri sono alli- 
neati, ed uno degli assi equatoriali d’inerzia di ciascun corpo 
e disposto secondo la retta dei baricentri. 


RIDUZIONE DELLE EQUAZIONI DEL MOTO. 


3. — Ho già detto come una delle questioni più importanti 
relative al problema dei tre corpi è quella della riduzione dal 
18° al 6° ordine. 

Essa fu ottenuta da Jacobi riferendo i tre corpi a una terna 
di assi cartesiani ortogonali (X Y 2), con l'origine in uno dei 
tre corpi, Po, assunto come corpo centrale, con l’asse Z diretto 
parallelamente e nel verso del vettore costante del momento 
della quantità di moto, e quindi col piano XY parallelo al piano 
invariabile. 

Dando allora alle equazioni del moto forma canonica, con 
opportuna scelta delle variabili si ha un immediato abbassa- 
mento dal 18° al 12° ordine derivante dall’avere implicitamente 
utilizzati i sei integrali del moto del baricentro dei tre corpi. 

In questo sistema di equazioni canoniche la funzione carat- 
teristica risulta indipendente dalla longitudine della linea nodale. 
In base a questa circostanza, e tenendo conto degli integrali. 
delle aree, si ottiene la riduzione ad un nuovo sistema canonico 
dell’ottavo ordine in otto funzioni incognite, in cui la nuova 
funzione caratteristica H, trasformata della precedente, non 
contiene esplicitamente il tempo. Esiste pertanto l'integrale 
H = cost. e coi noti procedimenti della Meccanica Analitica, 
l'ordine del sistema canonico si abbassa ancora di due unità 
eliminando il tempo. Si ottiene così la riduzione al 6° ordine, 
che e la massima raggiungibile, in una forma molto semplice 
ed espressiva. 

Una riduzione analoga fu effettuata da Levi-Civita (8) 
fissando ancora con due angoli la posizione del piano dei tre 


(5) T. LEvI-CIvita, Sulla riduzione del problema dei tre corpi, « Atti 
del R. Istituto Veneto », t. 74°, pp. 907-939, 1914-15. 
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corpi rispetto al piano invariabile e la posizione di due dei tre 
corpi rispetto al terzo nel loro piano con quattro coordinate 
cartesiane. Ottenne così un sistema differenziale dell'ottavo 
ordine già stabilito da Whittaker (9) valendosi di successive 
trasformazioni di contatto. 

Diversi altri autori, da Jacobi in poi, hanno effettuato, 
con metodi più o meno semplici e diretti, la riduzione accen- 
nata, senza alterare la forma canonica delle equazioni del moto. 
Fra queste va menzionata soprattutto quella di Poincaré, che 
assume come variabili gli elementi ellittici delle orbite istantanee 
nel moto relativo di due dei tre corpi rispetto al terzo (1°). 


URTI E REGOLARIZZAZIONE DELLE EQUAZIONI DEL MOTO. 
RICERCHE DI SUNDMAN. 


4. — ‘Riconosciuta l’impossibilità di risolvere rigorosa- 
mente il problema dei tre corpi, gli sforzi dei matematici furono 
rivolti in seguito alla risoluzione approssimata mediante svi- 
luppi in serie, e i primi tentativi in questo senso risalgono a 
Clairaut, D’Alembert, Eulero. Ma il metodo degli sviluppi in 
serie acquista maggiore rigore e importanza soprattutto con 
Laplace e Lagrange che fondano la teoria delle perturbazioni. 
Si arriva quindi ad esprimere formalmente le coordinate dei 
tre corpi come serie di funzioni trigonometriche di più argomenti, 
a loro volta funzioni lineari del tempo e in questo campo vanno 
soprattutto segnalate le ricerche di Newcomb, Lindstedt, 
Gylden, Tisserand e Bohlin. 

In tutti questi lavori non viene però affatto considerata 
la convergenza di quelle serie. Anzi, Poincaré nella grande 
memoria che meritò il premio del Re Oscar II di Svezia del 
21 gennaio 1889, e pubblicata poi negli Acta Mathematica ("1), 


(9) E. T. WHITTAKER, Analytical Dynamics, Cambridge University 
Press, 1® ediz. 1904, 3* ediz. 1927. 

(19) H. PoINcARÉ, Les Méthodes Nouvelles, vol. I, Chap. I. 

(11) H. Porncart, Sur le problòme des trois corps et les équations de 
la Dynamique, « Acta Mathem. », t. 139, pp. 1-278, 1890. 





312 È CATALDO AGOSTINELLI 


ha fatto vedere che la maggior parte delle serie adoperate in 
Meccanica Celeste, e in particolare quelle di Lindstedt, che 
sono le più semplici, non sono convergenti. Purtuttavia quelle 
serie conservano tutto il loro valore pratico poichè i termini 
di esse decrescono rapidamente e poi crescono; arrestandosi 
perciò ai primi termini, innanzi che questi abbiano cessato di 
decrescere, quelle serie hanno reso, e sono destinate a rendere 
ancora utili servizi all’Astronomia; ma esse si oppongono alle 
previsioni a lunga scadenza. 

La difficoltà di rappresentare tutti gli elementi del moto, 
coordinate e velocità dei tre corpi, mediante serie valide per 
ogni valore del tempo, risiede nel fatto che le equazioni diffe- 
renziali del moto, in una qualunque delle forme classiche, come 
provengono dall’applicazione della legge newtoniana di attra- 
zione, contengono dei termini con a denominatore le distanze 
dei tre corpi. Esse si comportano perciò sempre regolarmente 
finchè le posizioni dei tre corpi sono distinte, ma presentano 
singolarità quando due o tutti e tre i corpi tendono ad urtarsi. 

In questo caso si è cercato di girare la difficoltà trasfor- 
mando il sistema di equazioni differenziali che reggono il movi- 
mento in un altro che sia esente da singolarità, considerando le 
coordinate, le velocità e il tempo come funzioni di una oppor- 
tuna variabile ausiliaria. In ciò consiste il problema della regola- 
rizzazione delle equazioni del moto. 

Lo studio analitico del comportamento del sistema nel- 
l'immediata prossimità di un urto fu iniziato da Painlevé (12), 
il quale dimostrò rigorosamente che se col tendere del tempo # 
a un certo istante tf; il moto non si mantiene regolare, nel senso 


(12) P. PAINLEVÉ, Sur les singularités des équations de la Dynamique 
et sur le problème des trois corps, « Comp. rend. », t. 1239, Pp. 871-873, 
1896. 

Idem, Sur les cas du problème des trois corps (et des n corps) où deux 
des corps se chaquent au bout d'un temps fini, ibid., t. 1259, pp. 1075-1081, 
1897. 

Idem, Legcons sur la théorie analitique des équations differentielles, 
professées à Stockholm, Paris, Hermann, 1897. 
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che le incognite cessano di essere funzioni regolari del tempo, 
ciò avviene soltanto quando una sola delle mutue distanze 
tende a zero, mentre le altre due convergono verso un valore 
finito, oppure tutte e tre hanno per limite zero. Nel primo caso 
si ha un urto binario, nel secondo la collisione generale. 

Painlevé fu ancora indotto a ritenere che la possibilità di 
un urto binario per un valore finito #, del tempo implica, nel 
caso generale due relazioni uniformi fra le coordinate e le com- 
ponenti della velocità all’istante iniziale, mentre nel caso par- 
ticolare del problema piano si avrebbe una sola condizione. 
Questa questione fu studiata da Levi-Civita (13) nel caso più 
semplice del problema ristretto. Esso consiste, come è ben noto, 
in un caso particolare del problema piano, in cui uno dei tre 
corpi, diciamo P,, ha massa infinitamente piccola, sicchè non 
influisce sul moto degli altri due Po, P;. Si suppone allora che 
Po e P; si muovano nel modo più semplice compatibile con la 
legge di Newton e cioè ruotino uniformemente intorno al loro 
baricentro, mentre P, si muove nel piano in cui avviene la 
rotazione di Po, Pi, sotto l’azione di questi due centri mobili. 

In questo caso manifestamente può avvenire soltanto un 
urto binario di P, con Po, oppure con Pi, e Levi-Civita arrivò 
effettivamente a costruire, sotto forma esplicita, la condizione 
di urto che è unica e uniforme, come aveva previsto Painlevé. 

L'analisi degli urti binari nel problema generale dei tre 
corpi fu ripresa poco dopo, su analoghi principi, dal Biscon- 
cini (14) che pervenne ad esplicitare due relazioni uniformi carat- 
teristiche dell’urto, confermando le previsioni di Painlevé. 
Queste condizioni però, espresse per mezzo di serie, sono molto 
complicate e non sono direttamente applicabili se' non quando 
l'intervallo di tempo che intercede fra l’istante iniziale e l'istante 
tr dell'urto è sufficientemente corto. 


(13) T. LEvi-CIvITA, Traiettorie singolari ed urti nel problema ristretto 
dei tre corpi, « Annali di Matematica », serie III, t. IX, pp. 1-32, 1903. 

(14) G. BIscoNcINI, Sur le problème des trois corps, « Acta Mathem. », 
t. 30°, 1906, pp. 49-92. 
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Ma queste ed altre ricerche furono superate dai lavori di 
Sundman che si conclusero nella famosa memoria degli Acta 
Mathematica (15), che ottenne nel 1913 il premio Pontecoulant 
dell’Accademia delle Scienze di Parigi. 

Al Sundman spetta soprattutto il vanto di avere per il 
primo regolarizzato in modo completo il problema dei tre corpi. 
Egli cominciò ad esaminare l'eventualità di una collisione gene- 

‘rale e dimostrò che se le costanti delle aree non sono tutte e 
tre nulle, se cioè non è nullo il momento risultante © della 
quantità di moto dei tre corpi, si può assegnare un limite posi- 
tivo / al disotto del quale non discendono mai le due più grandi 
distanze fra i corpi. 

Se dunque le condizioni iniziali sono tali da rendere non 
nullo il vettore costante C del momento della quantità di moto, 
è senz'altro da escludere la possibilità di una collisione generale. 
Pertanto le sole singolarità locali di cui va tenuto conto sono 
i tre possibili tipi di urti binari. È questo il risultato più bril- 
lante delle ricerche di Sundman, sebbene pare che Weierstrass 
avesse già riconosciuta la portata essenziale della condizione 
C#0o nello studio analitico del problema dei tre corpi (16). Co- 
munque la proposizione fu dimostrata da Sundman che ne 
seppe trarre partito sistematico fino ad arrivare al teorema con- 
clusivo. 

Secondo esso se le costanti delle aree nel movimento dei 
tre corpi rispetto al loro comune baricentro non sono tutte 
nulle, si può scegliere la variabile indipendente in modo tale 
che le equazioni differenziali del moto siano regolari anche 
quando due dei tre corpi tendono ad urtarsi. È così possibile 
ottenere un effettivo prolungamento del moto dopo una colli- 
sione. Purtuttavia, per quanto notevole l'importanza del passo 
compiuto da Sundman, occorre dire che la via che egli ha seguito 


(15) K. Sunpman, Meémoîre sur le problème des trois corps, « Acta 
Mathem. », t. 36°, pp. 105-179, ;\I9I2. 

(16) MirtTAG-LEFFLER, Zur Biographie von Weierstrass, «Acta 
Mathem. », t. 359, PP. 29-35, I9I2. 
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è indiretta e richiede un numero piuttosto grande di variabili 
ausiliarie; inoltre le serie a cui perviene rappresentano è vero 
la soluzione analitica del problema, ma non mettono in luce nè 
l'andamento generale, nè le caratteristiche salienti del movi- 
mento, fino al punto che se in un certo istante avviene un urto, 
le formule non ce lo dicono senza una ulteriore discussione, 
restando esse valide anche al di là di un urto. 

A questo riguardo ci si può domandare col Levi-Civita: 
quale interesse può avere per l’Astronomia la continuazione 
analitica del moto dopo un urto se si pensa agli effetti cata- 
strofici di una collisione fra due corpi celesti? Se essi vanno in 
frantumi il problema del moto dopo l’urto presenta caratte- 
ristiche ben diverse da quelle schematizzate nel problema dei 
tre corpi puntiformi. La continuazione analitica in tal caso 
nulla potrà rispecchiare della realtà. 

Si può pensare però che le conseguenze catastrofiche di 
un urto rimangano localizzate nella regione in cui i corpi celesti 
vengono a collidere, ma che l’effetto generale sia un rimbalzo 
come avviene pei corpi perfettamente elastici. In tal caso ha 
senso fisico perfettamente determinato la continuazione ana- 
litica del moto dopo l’urto. Infatti, l’Armellini (7) ha rilevato 
che nel caso di sferette elastiche al moto dei loro centri si può 
estendere la soluzione di Sundman. 


IL PROBLEMA RISTRETTO DEI TRE CORPI. 


5. — Un caso particolare del problema dei tre corpi che 
ha avuto un posto preminente in ricerche recenti, specialmente 
per opera di Poincaré, è il cosidetto problema ristretto dei tre 
corpi, di cui ho già fatto cenno e che si ha quando una delle 
masse è infinitamente piccola in confronto delle altre due e 
tale da non influire sul movimento di queste ultime. 


(17) G. ARMELLINI, Estensione della soluzione di Sundman dal caso 
di corpi ideali al caso di sferette omogenee, « Rendiconti della R. Accad. 
dei Lincei », Vol. XXIV, I sem. 1913, pp. 185-190. 
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Esso si presenta p. es. nel problema del moto di un piccolo 
pianeta (pianetoide o asteroide) attratto dal Sole e da Giove, 
quando si trascura l’inclinazione e l'eccentricità dell’orbita di 
Giove rispetto al Sole, come pure nella teoria della Luna, osser- 
vando che la massa della Luna è molto piccola perchè possa 
alterare il moto relativo della Terra intorno al Sole. In questo 
caso, detto P il pianetoide e PL, P, gli altri due corpi, rispetti- 
vamente di massa #0, Mi, è compatibile un moto circolare uni- 
forme di P, intorno a Po alla distanza 7 con velocità angolare n 
definita dalla relazione 


n° = f(mo + mi)fr3 


dove } è al solito la costante di attrazione universale. 

Supposto poi che P si muova nel piano in cui si muove 
P;, con riferimento ad 
una coppia di assi orto- 
gonali (xy) con l'origine 
in Po, l’asse x coinci- 
dente con la rétta Poi 
e uniformemente rotante 
intorno a Po, con velo- 
cità angolare n, dette x, 
y le coordinate di P secondo questi assi, le equazioni carte- 
siane del moto di P risultano 





Fig. 1. 
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Queste equazioni ammettono il cosidetto integrale di Jacobi 
dA RIA) I 
(FA > 


con C costante arbitraria, il quale non è altro che l’integrale 
dell’energia e che ha un ufficio fondamentale in tutta la discus- 


I 
2 


(6) 








sione di questo caso del problema dei tre corpi. 
In questo indirizzo vi sono importanti e rigorose ricerche 
di Levi-Civita, di Birkhoff, Darwin e altri. 


RICERCHE DI HILL. 


6. — In realtà questi studi sono venuti dopo le celebri 
ricerche di Hill sul movimento della Luna, che, sebbene riguar- 
dano un caso alquanto più particolare del problema ristretto, 
hanno aperto un’era nuova per lo studio dei problemi della 
Meccanica Celeste. 

In esse egli trascura, oltre l’eccentricità e l'inclinazione del 
Sole, anche la parallasse solare e perviene ad equazioni molto 
semplici per il moto della Luna, che gli permettono di trattare, 
con originalità di vedute e profondità di indagine, l’inegua- 
glianza della variazione relativa della longitudine lunare e 
quella del moto del perigeo. 

Queste equazioni risultano 


dx , dy 





% 0) 
© salini dust del Dio 
1 po td 
tanti Le Wa 
A RO 


dove si è ora indicato con n’ il moto medio del Sole, si è posto 


uomo ed = Va? + y? è ora la distanza della Luna dalla 
Terra. Esse ammettono l’integrale (di Jacobi) 


da\: ) (dy\° 
9 A treno: 
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importante per lo studio delle curve di velocità nulla, definite 
dall’equazione 


SL 4 anna C=o0. 


Mentre l’integrale generale di quelle equazioni involge 
quattro costanti arbitrarie, le soluzioni considerate da Hill 
ne contengono solo due. Egli mostra che in queste soluzioni 
le coordinate del satellite possono essere rappresentate con 
serie convergenti della forma 


x = Aocosv(t — to) + A; cos 3»(t — to) + A. cos 5 - t)+.. 
(9) 
Visa Bo:sen »(t — to) + B; sen 3»(? — to) + B. sen 5 t)+.. 
ove to è l’istante in cui il corpo interseca l’asse x, e = è la 
durata di una rivoluzione completa del satellite intorno all’ori- 
gine. Si possono considerare »v è fo come costanti arbitrarie intro- 
dotte dall’integrazione e allora i coefficienti A;, Bj, si determi- 
nano in funzione di FIA ARI 

Il tempo non mi concede neanche di accennare ai brillanti 
risultati conseguiti da Hill, ma ricorderò solo come in quelle 
sue ricerche fu arditamente condotto a quella celebre equazione 
ottenuta eguagliando a zero un determinante di ordine infinito, . 
la cui convergenza fu poi dimostrata da Poincaré. 


UN CASO PIÙ GENERALE DI QUELLO DI Hitt. 
7. — Un caso del problema ristretto dei tre corpi, più 


generale di quello di Hill, è stato recentemente da me studiato 
in alcuni lavori (8). 





(18) C. AGOSTINELLI, Sopra un caso del problema ristretto dei tre corpi 
più generale di quello di Hill, « Bollettino della Un. Mat. Ital. », dicembre 
1953. (Segue nota) 
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Con riferimento ad una terna di assi ortogonali (xyz) 
con l’origine in Po (Terra), l’asse x coincidente con la retta 





Fig. 2. 


P;P:, orientata da Po verso P; (Sole), le equazioni da me con- 
siderate sono 
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dove è 
Mm m mMi% 
10) U=j(Mo me) 
(12) e=PP=%0+yY +2, Ra PoPi 42 = P;P= 
= R:+r — 2Rx 
e 
(13) na=f(Mo+m)/R3. 


Ipem, Sull’esistenza di soluzioni periodiche nel problema ristretto dei 
tre corpi, « Atti dell’Accad. delle Scienze di Torino », vol. 88, 1953-54. 

Ipem, Su una soluzione periodica del problema ristretto dei tre corpi 
più generale di quello di Hill, « Rendiconti del Seminario Matemat. 
Università e Politecnico di Torino », vol. 139, 1953-54. 
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Poichè nel moto dei satelliti il rapporto 7/R è molto’ pic- 
colo in confronto dell’unità, "i si può rappresentare mediante 


una serie di potenze, uniformemente convergente del rapporto 
/R. Allora, a meno di una costante additiva inessenziale, risulta 





(14) ee e x.(£) 


essendo X, il fmo polinomio di Legendre. 

Se si ritengono trascurabili i termini di ordine superiore 
al primo nella inclinazione Va +y, esi pone nî = fmx/R3, 
le equazioni (10) diventano 


RO pio 








2 ph2 x yR-3 adire 
RS nî . di L RE= sXi( pà _ Ri yX(£ Cda, 





(15) j + end — ny + {mod — 














dove è ora r=|x2 +y?. In questo caso le prime due delle 
equazioni (15) definiscono le coordinate xy del satellite P in 
funzione del tempo, e determinate mediante la loro integrazione 
queste incognite, la terza risulta una equazione differenziale 
del 2° ordine, lineare, nella sola incognita 2. 

Quest'ultima equazione è soddisfatta per z= 0, perciò se 
si prescinde dall’inclinazione dell’orbita del satellite P sul piano 


del moto relativo di P, rispetto a Po, non si hanno da considerare 
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che le sole prime due equazioni, le quali ammettono l’integrale 
(di Jacobi) 


(16) TR+IMOT+)- 
Mo 





nua r 


20 IF % 
— nìR Var — | = costante . 

I RR 

k=2 

Se ci si limita a considerare soltanto il primo termine di 
ciascuna delle serie che in esse compaiono, ciò che equivale a 
trascurare la parallasse solare, e si fa inoltre n = #1, si trascura 
cioè la massa del pianeta in confronto di quella del Sole, si hanno 
proprio le equazioni di Hill. Casi più generali di quelli di Hill 
si otterranno considerando ulteriori termini di quelle serie, con 
che si viene a tener conto anche della parallasse solare. 

Arrestandoci ai primi due termini abbiamo le equazioni 


% — 21Y + fimo sa — (n° + 2n2)x — sal (24° — y2)=0 
(17) 
y+ 2n% + fo — (any + SA ay =0 
Ponendo 
(a OLI mendle+y)+ 


ni 
+ b nixz + E (8 _ ì ne) 


esse si possono scrivere molto semplicemente 


È SER È I OTESETAA, 
(19) *_2nj=<r; sile 


e l'integrale di Jacobi di queste equazioni risulta 


(20) + +99) Wok =o. (C = cost.). 


21 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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Le equazioni (17), come del resto le equazioni (15), sotto 
certe condizioni ammettono, in base a noti teoremi di Poincaré, 
infinite soluzioni periodiche. Sono state determinate in modo 
esplicito le condizioni per l’esistenza di queste soluzioni perio- 
diche, è stata quindi costruita una soluzione periodica del 
sistema (17), più generale di quella di Hill, e messe in evidenza 
diverse proprietà notevoli delle traiettorie periodiche. 


CENNI SULLE RICERCHE DI POINCARÉ. 


8. — Accennerò ora brevemente all’opera grandiosa di 
H. Poincaré, che è il vero fondatore della teoria delle soluzioni 
periodiche delle equazioni della Dinamica e che ha dato un 
nuovo e meraviglioso impulso a tutti i problemi della Mecca- 
nica Celeste. 

I suoi studi sul problema dei'tre corpi, pubblicati inizial- 
mente nelle linee generali nella memoria di Stoccolma, furono 
sviluppati ed estesi nei tre classici volumi «Les Méthodes 
Nouvelles de la Mécanique celeste ». 

Questi studi sono soprattutto rivolti alla ricerca delle 
soluzioni periodiche nel problema ristretto, di cui conosciamo 
già i lineamenti. 

Egli sceglie le unità di misura in modo che la costante di 
attrazione sia uguale ad 1 e la somma della massa del pianeta 
Po e del Sole P; sia pure uguale ad 1. Indica quindi con 4 la 
massa del pianeta ed 1 — 4 quella del Sole, assume per unità 
di lunghezza la loro distanza, riferisce il moto del satellite P 
al baricentro O dei due corpi Po, Pi, fa sì ancora che la velocità 
angolare di rotazione di P; e P; intorno ad O sia unitaria, e 
definisce la posizione di P rispetto ad O mediante gli elementi 
ellittici osculatori. Essendo allora a il semiasse maggiore ed e 
l’eccentricità dell’orbita ellittica osculatrice, pone 


(21) xx=L=Va, x,=G=V/aG=@), y=1l, y:=g_-1 


"A 
+ %2 
xi 





F=Fo+R, Forms 
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dove / è l'anomalia media, g la longitudine del perielio e R la 
funzione perturbatrice. 

Per u= 0, si ha F = Fo, e per 4 non nullo la funzione 
caratteristica F risulta sviluppabile in serie di potenze di w 
della forma 


(22) F=Fo+tuF1+wu?F,+.. 


Inoltre F è funzione soltanto di xx, %2, Yr, Y2, ed è periodica 
di periodo 2x rispetto ad y: ed y3. Le equazioni differenziali del 
moto assumono la forma canonica 
dxi OF dyi _ OF 


(23) =>: d--% 350) 





e ammette l’integrale F = costante. 

Con criteri analoghi Poincaré imposta il problema del movi- 
mento dei tre corpi nel caso generale, quando però due delle 
tre masse sono rappresentabili sotto la forma a.u, azu, con x 
parametro molto piccolo. 

Dopo aver rilevato che per x = o il problema è integrabile 
e si ha una infinità di soluzioni periodiche, dimostra che per w 
sufficientemente piccolo il problema dei tre corpi comporta 
ancora una infinità di soluzioni periodiche. 

Distingue allora tre specie di soluzioni periodiche: per 
quelle della prima specie le inclinazioni sono nulle, i tre corpi 
cioè si muovono in un piano e le eccentricità sono molto piccole. 
Queste soluzioni contengono in particolare quella di Hill. Per 
le soluzioni periodiche di 22 specie le inclinazioni sono nulle e 
eccentricità finite. Infine per quelle di 3% specie le inclinazioni 
non sono nulle. In merito alle soluzioni periodiche Poincaré 
osserva come può sembrare che queste soluzioni non abbiano 
alcun interesse pratico, poichè la probabilità affinchè le condi- 
zioni iniziali del movimento siano proprio quelle che corrispon- 
dono a un moto periodico, è addirittura nulla. Ma può avve- 
nire che ne differiscano di poco. 

Si può allora assumere la soluzione periodica come prima 
approssimazione o come orbita intermediaria, secondo il lin- 
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guaggio di Gylden, e passare quindi alla ricerca delle soluzioni 
prossime ad essa. 

Inoltre, se nel movimento di un astro si presenta una ine- 
guaglianza considerevole e il movimento vero di quest’astro 
differisce poco da quello di un astro ideale la cui orbita corri- 
sponde a una soluzione periodica, avverrà spesso che detta ine- 
guaglianza avrà lo stesso coefficiente per l’astro reale e per 
quello ideale. Ma questo coefficiente si potrà calcolare più 
facilmente per l’astro ideale il cui movimento è più semplice 
e l'orbita è periodica. E noi troviamo l’applicazione di questo 
principio proprio nella teoria della Luna di Hill. 

Poincaré studia successivamente il passaggio da una solu- 
zione periodica a una soluzione poco differente, scrive le equa- 
zioni alle variazioni, fonda la teoria degli esponenti caratteristici 
e stabilisce i criteri affinchè una data soluzione periodica sia 
stabile o instabile. 

Partendo da una soluzione periodica instabile Poincaré 
. considera poi due specie di soluzioni particolari notevoli, che 
egli chiama soluzioni asintotiche. 

Una prima specie di soluzioni asintotiche è fornita da serie 
che sono convergenti per valori del tempo sufficientemente 
grandi, e quando # cresce indefinitamente le soluzioni da esse 
rappresentate si avvicinano indefinitamente alla soluzione 
periodica considerata. 

Le soluzioni asintotiche di 22 specie sono invece rappresen- 
tate da serie che convergono per # negativo e in valore assoluto 
sufficientemente grande, e per #-+ — co queste soluzioni si 
avvicinano asintoticamente alla soluzione periodica. 

Esiste poi una infinità di soluzioni dette doppiamente asin- 
totiche, composte con serie dei ‘due tipi accennati. 

Le considerazioni relative alle serie asintotiche e doppia- 
mente asintotiche hanno permesso a Poincaré di stabilire che 
le serie abituali della Meccanica celeste, e in particolare quelle 
di Lindstedt, non sono convergenti. Sorvolando ora sulle altre 
questioni trattate da Poincaré, quali la stabilità, la non esi- 
stenza di altri integrali uniformi, ecc., per cui ha fondato nuove 
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teorie, come quella degli invarianti integrali, chiuderò questa 
rapida rassegna accennando ad una questione relativa al pro- 
blema dei tre corpi che si è presentata ultimamente. 

In una nota comparsa nei Comptes Rendus del 29 gennaio 
1962, M. Jean Meffroy (19) ha considerato l'eventualità di un 
nuovo caso particolare del problema dei tre corpi in cui il piano 
dei tre corpi dovrebbe descrivere un cono di rotazione intorno 





Fig. 3. 


ad un asse di direzione invariabile col vertice in uno di essi, 
assunto come corpo centrale. Egli riduce la questione alla riso- 
luzione di una equazione differenziale del 3° ordine rispetto 
ad una variabile angolare, in realtà molto complicata, e dice 
che se la sua integrazione è possibile si ha una nuova soluzione 
particolare del problema dei tre corpi. 

Ora la questione è stata da me esaminata a fondo ed ho 
dimostrato che questa nuova soluzione non può esistere, se si 
eccettua il caso già noto in cui il piano dei tre corpi è invariabile. 

Invero, se si indica con 0 l’angolo che la normale al piano 
dei tre corpi forma con l’asse del detto cono (Poz), affinchè 


(19) M. Jean MEFFROv, Sur un nouveau cas particulier du problème 
des troîs corps, « Comptes Rendus de l’Académie des Sciences », t. 254, 
pp. 818-820, 29 janvier 1962. 
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esista una soluzione del tipo accennato dovrà essere per tutta 
la durata del moto 0 = 0, (costante). Ma se in un opportuno 
riferimento fg è la variabile coniugata di 0 ed H è la funzione 
hamiltoniana del problema, dall’equazione canonica corri- 
spondente 


segue che per tutta la durata del moto l’espressione rag 

da 
‘ dovrà risultare nulla, se lo è inizialmente. Cioè questa espres- 
sione dovrà essere invariante, nel senso di Levi-Civita, rispetto 
al sistema di equazioni differenziali del moto. 

L'analisi da me effettuata dimostra che questo non può 
avvenire se non quando il piano dei tre corpi è invariabile. 
Passando quindi a considerare in questo piano le soluzioni che 
rendono stazionaria l’energia totale H, compatibilmente con 
l’esistenza dell’integrale del momento della quantità di moto, 
si ricade sempre nella soluzione triangolare equilatera di La- 


grange e in quella di Eulero dei tre corpi allineati. 
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La teoria delle oscillazioni 
da Lagrange ai nostri giorni. 


Riassunto. — Si espongono sinteticamente alcune proprietà delle 
oscillazioni lineari e non-lineari che si presentano in diversi 
campi della fisica e nella biologia. 


I. — Il titolo di questa conferenza, è, senza dubbio, troppo 
ambizioso; una esposizione, sia pure parziale, degli sviluppi che, 
in questi ultimi centocinquanta anni, ha avuto la teoria delle 
oscillazioni richiederebbe non un’ora, ma ‘almeno le 50-60 
lezioni di uno dei nostri corsi universitari. Dovrò limitarmi 
perciò a ricordare, per sommi capi, alcuni problemi della teoria 
delle oscillazioni, in particolare le oscillazioni non-lineari che 
ancora sembrano d'interesse ai teorici e ai tecnici. Mi limiterò 
inoltre alle oscillazioni dei sistemi con numero finito di gradi 
di libertà, anzi nel caso non-lineare, a sistemi con un grado di 
libertà. 


2. — Ovviamente cominceremo con accennare ai contri- 
buti sulla teoria delle oscillazioni inseriti nella « Mécanique 
analytique » (1). Nella parte seconda, sez. 6, par. 1 Lagrange 
tratta in modo completo la teoria dei piccoli movimenti di un 
sistema ad » gradi di libertà intorno ad una posizione di equili- 


(1) Mi riferisco all’edizione pubblicata a cura di G. Darboux (Gau- 
thier Villars, Paris, 1888) corrispondente alla II edizione della « Méca- 
nique analytique» pubblicata vivente Lagrange. 
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brio stabile, cioè i moti sotto l’azione di forze elastiche (2). Dopo 
aver ricavato le equazioni lineari che reggono il moto Egli dimo- 
stra il teorema fondamentale per cui ogni coordinata del sistema 
può esprimersi, in generale, mediante la somma di n moti armo- 
nici con frequenza, ampiezza e fase iniziale diversi. Le frequenze 
sono determinate da un’equazione algebrica in cui compaiono 
solo i coefficienti delle equazioni differenziali che reggono il 
moto; in altre parole le frequenze dipendono solo dai coefficienti 
dell'energia cinetica e potenziale, ma sono indipendenti dalle 
condizioni iniziali. Invece dalle condizioni iniziali dipendono 
essenzialmente le ampiezze e le fasi; anzi queste grandezze 
possono, al variare delle condizioni iniziali, assumere qualunque 
valore reale (e positivo per le ampiezze) (3). Inoltre per questi 
moti vale il principio di conservazione dell’ energia che Lagrange 
chiama principio di conservazione delle forze vive. 

In un paragrafo successivo Egli studia il moto di una corda 
tesa caricata da n masse uguali e, passando al limite per n 
tendente all'infinito, ottiene le formule per la vibrazione di una 
corda; ma, come ho detto, non posso intrattenermi sulle oscilla- 
zioni a un numero infinito di gradi di libertà. 

Nella parte seconda, sez. VIII, par. I Lagrange tratta del 
moto di un pendolo che, con il nostro linguaggio, diremmo co- 
nico o sferico, ej in particolare, il moto del pendolo semplice, 
moto che Egli studia, in sostanza, con i procedimenti esposti 
nei nostri corsi di meccanica. Egli infatti si vale di due integrali 
primi: l'integrale delle aree e l'integrale d'energia. Inoltre con- 
sidera anche il caso in cui sul pendolo agiscono forze resistenti 





(2) Com'è noto si definiscono forze elastiche le forze che derivano 
da un potenziale funzione quadratica definita negativa degli spostamenti 
dalla condizione d’equilibrio. Esse sono perciò funzioni lineari degli 
spostamenti e, nel caso di un sistema a un grado di libertà, proporzionali 
e di verso opposto agli spostamenti stessi. 

(*) Dal punto di vista fisico è bene però notare che le ampiezze 
non possono, in generale, superare certi valori, altrimenti non sono 
più valide le ipotesi che conducono alle equazioni dei piccoli mo- 
vimenti. 








LA TEORIA DELLE OSCILLAZIONI DA LAGRANGE, ECC. 329 


che, forse seguendo le idee di Newton, suppone proporzionali 
al quadrato della velocità. 

In conclusione, Lagrange tratta sia di oscillazioni lineari 
(cioè rette da equazioni differenziali lineari) sia di oscillazioni 
non-lineari. Però, salvo il caso del sistema con resistenza a cui 
si è accennato poco fa, Egli si limita a considerare sistemi per 
cui vale il teorema di conservazione dell’energia, teorema che, 
come ha dimostrato Wejerstrass, è sufficente per descrivere, 
nelle linee essenziali, le oscillazioni dei sistemi conservativi a 
un grado di libertà. 


3. — Spostiamoci ora di circa un secolo dalla prima edi- 
zione della «Mécanique analytique» (1788) e prendiamo in con- 
siderazione un altro classico libro scientifico: « The theory of 
Sound» di Lord Rayleigh pubblicato in prima edizione nel 1877, 
in seconda edizione nel 1894 (4); i primi cinque capitoli di 
questo trattato sono dedicati alla teoria delle oscillazioni. Essi 
contengono, fra l’altro, i celebri teoremi, dovuti appunto a 
Lord Rayleigh, sulle variazioni delle frequenze dei piccoli 
movimenti intorno a una posizione di equilibrio stabile, al 
variare dell’inerzia, della elasticità, e per l’introduzione di 
nuovi vincoli. 5 

Nella «Theory of Sound» troviamo lo studio delle oscillazioni 
lineari già considerate da Lagrange tenendo però conto di forze 
resistenti proporzionali e di verso contrario alla velocità (Lord 
Rayleigh introduce a questo proposito la cosidetta funzione di 
dissipazione), inoltre troviamo la teoria delle oscillazioni for- 
zate lineari, cioè delle oscillazioni che si generano in un sistema 
soggetto oltre che a forze elastiche e resistenti anche a forze 
esterne, di solito funzioni sinusoidali del tempo (perciò le oscil- 
lazioni senza forze esterne si dicono anche libere), teoria che, 
almeno nel caso di un grado di libertà, risale ad Eulero (1739) 
e che conduce all’interpretazione dei ben noti fenomeni di riso- 


(4) Mi riferisco alla ristampa a cura di Robert Bruce Lindsay (Dover, 
New York, 1945). 
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nanza. Inoltre, sempre nella «Theory of Sound» si considerano 
anche le oscillazioni libere o forzate delle correnti e delle ten- 
sioni dei circuiti elettrici ordinari, cioè le oscillazioni elettriche, 
la cui teoria è però, dal punto di vista analitico, identica a 
quella delle oscillazioni meccaniche lineari già da noi considerate. 

Dopo l’opera di Lord Rayleigh sono apparsi numerosi volumi 
dedicati alla teoria delle oscillazioni. Non è il caso di menzio- 
narli qui; non possiamo però tacere del trattato di G. Krall (5), 
scritto con la collaborazione del collega Einaudi, in cui quella 
teoria, aggiornata fino alla data di pubblicazione del libro 
(1940), è svolta in modo completo, per i sistemi discreti e per 
i sistemi continui, ed applicata ad importanti questioni di ca- 
rattere tecnico. 


4. — Come si è già accennato, nei sistemi citati finora e nel 
caso delle oscillazioni libere, l’energia totale o rimane costante 
o, se esistono forze resistenti, decresce, sicchè nel caso lineare 
i ogni coordinata è espressa, in generale, come somma di moti 
oscillatori smorzati. Invece nelle oscillazioni forzate le coor- 
dinate del sistema sono funzioni sinoidali o periodiche con lo 
stesso periodo dell’azione forzante, in altre parole diremo che 
il sistema compie oscillazioni persistenti. Queste oscillazioni 
sono possibili perchè l'energia dissipata viene compensata dal 
lavoro delle forze esterne, cioè da una immissione, nel si- 
stema oscillante, di energia dall'esterno. 

Però, in numerosi dispositivi anche di grande interesse tecnico 
(per esempio nei dispositivi a tubi elettronici che rendono pos- 
sibile la radiotelefonia e la televisione) si ha un sistema elettrico 
o meccanico (che per semplificare supporremo a un grado di 
libertà) il quale compie oscillazioni persistenti non prodotte 
da azioni esterne applicate al sistema stesso (sicchè tali oscilla- 
zioni debbono considerarsi libere); ma sostenute compensando 
le inevitabili perdite mediante prelevamenti di energia da sor- 





(9) G. KRALL, Meccanica tecnica delle vibrazioni, Zanichelli, Bologna, 
1940. 
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genti esterne, effettuati automaticamente dal sistema stesso. 
Non entreremo in particolari descrittivi, ma passeremo ad indi- 
care alcune equazioni differenziali che rappresentano i sistemi 
in discorso. Una di queste equazioni è stata scritta da Lord 
Rayleigh. Egli suppone che l’azione della sorgente di energia 
si possa rappresentare con una forza proporzionale e nello 
stesso verso della velocità, cioè una forza il cui lavoro è positivo 
sicchè la sorgente può immettere energia in quantità superiore 
all'energia dissipata. Allora, com'è facile comprendere, le oscil- 
lazioni invece che smorzarsi tenderebbero ad esaltarsi inde- 
finitamente, il che è contrario alla esperienza più comune. Lord 
Rayleigh supera questa difficoltà ammettendo anche la pre- 
senza di una forza resistente proporzionale al cubo della velo- 
cità, quindi insensibile quando la velocità è piccola, ma notevole 
quando la velocità è sufficientemente grande sicchè tale forza 
vieta alle oscillazioni di esaltarsi oltre un certo limite. Poichè 
sul sistema agisce sempre un'azione di tipo elastico si giunge 
all’equazione (v indica la coordinata del sistema): 


du du k' (du 
(a) di? dt si 3 ($ 





3 
) + wo = 0 


dove È e k' sono costanti positive e 7 indica il tempo. Ora posto: 





(2) Bi=0011, et = | 001 
(0) 

si ottiene: 

(3) 7 


dove ovviamente % e % sono le derivate prime e seconde di x 
rispetto a #. Derivando questa equazione rispetto a # e ponendo 
la wesicha; 


4) j-e(t-y)}+y=0. 


Questa è la celebre equazione di Van der Pol che, almeno in un 
caso semplice, rappresenta quei dispositivi e tubi elettronici 
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della radiotelefonia o televisione a cui si è accennato poco fa. 
Siamo così giunti all’equazione più nota delle oscillazioni non 
lineari che potremo chiamare ancora libere o meglio autonome 
in quanto nelle equazioni (3) e (4) non compare esplicitamente 
il tempo. 

Le (3) e (4) rientrano nell'equazione non-lineare molto più 
generale (F(y, 5) e g(y) indicano due funzioni, la prima di y, J, 
la seconda solo di y): 


(5) v+FY,))+g0)=o0 


equazione che, nel caso F(y, y) = f(y)Yy, dove {(y) cambia di 
segno almeno due volte per y variabile da — va + 0, si ri- 
duce alla cosidetta equazione di Liénard. 


5. — Riservandoci di ritornare alla (4) o più in generale 
alla (5) trattiamo ora un caso particolare della (5) stessa che 
ci permetterà di mettere in evidenza varie proprietà delle oscil- 
lazioni non lineari. 

Consideriamo l’equazione in y: 


(6) D+ f(a))t+y=o0  a=y+y 


dove f{(a) è una funzione di a? con un numero discreto di zeri 
semplici, reali e positivi. 

L'equazione differenziale (6) non ha solo un significato 
matematico, ma rappresenta anche, sia pure con una certa 
approssimazione, un sistema fisico. Si consideri per esempio 
un circuito elettrico formato da un auto induzione L da una 
capacità C e da una resistenza R in serie, supponiamo aver 
scelto le unità di misura in modo che sia. L= (= Allora, 
detta y la differenza di potenziale fra le armature e il condensa- 
tore, y sarà la densità di corrente e varrà l'equazione: 


V+Ry+y=o. 


Ora R dipende dalla temperatura ossia dal calore di Joule 
che si sviluppa nel circuito, ma, se R è molto piccolo, si può sup- 
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porre la corrente del circuito sensibilmente sinoidale e di pul- 
sazione I sicchè R viene a dipendere dal quadrato del valore 


i)2 ri 
efficace di 4 cioè da DEE o, che è lo stesso, da a?. Si ottiene 
Ù 2 


così, posto R = f(a?), la (6) e poichè, con opportuni dispo- 
sitivi elettronici su cui non insistiamo, R può assumere anche 
valori negativi (7) per certi valori di a?, si può concludere 
che f(a?) può avere un numero discreto di zeri. @17, Q2° ... 
I PA 

Passiamo ora allo studio matematico della (6), ma, per otte- 
nere qualche interpretazione fisica dei risultati, ammettiamo 
che essa rappresenti rigorosamente il circuito elettrico di cui 
si è già parlato. 

Moltiplicando la (6) per $ si ha: 


() de als 


Poichè nel caso di un circuito a? vale il doppio dell’energia 
totale (cioè l’energia magnetica sommata con l'energia elet- 
trica) la (7) rappresenta, in sostanza, la variazione dell’energia 
a trascorrere del tempo. La (6) ammette, come facilmente si 
verifica, la soluzione periodica 


(8) y=asen(t +9) 


dove g è una costante arbitraria, e a, si supporrà sempre, per 
comodità, positiva. L’interpretazione energetica di questa solu- 


3 x ; da? EI SL 
zione è ovvia: per la (7) Si = o, l’energia dissipata è, istante 


per istante, compensata dall’energia immessa, sicchè il circuito 
è sede di una oscillazione persistente. 


(5) Infatti se y = a sent, y = a cost il quadrato del valore efficace 
2 v2 2 
di $ è a pirati a 
2 2 
(7) Come si è detto R negativo significa che dell’energia viene im- 
messa nel circuito. 
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2 
Tracciamo ora nella figura 1 il grafico di Si o di — f(a?), 


supponendo, per fissare le idee, — f(0) > 0 
— f(a?) 





Fig. 1. 


2 
Ora se inizialmente a < 4, (8), per la (7) no è positiva, salvo 


al più qualche punto isolato in cui si annulla, e perciò va cre- 
scendo; con una analisi un po’ accurata, che omettiamo, si 
trova che il suo limite è a;. In modo analogo se inizialmente 


: da? 
fosse ar <a4< a, si avrebbe SE <o ed a tenderebbe decre- 


scendo ad ar. Queste considerazioni ci portano a concludere che 
la soluzione di ampiezza 4; è stabile. Lo stesso accade, come 
sarebbe facile verificare, per la soluzione di ampiezza 4;, ds... 
ecc. Invece le soluzioni di ampiezza 42, a,... ecc., risultano insta- 
bili. Consideriamo infatti la soluzione di ampiezza 4.; se per 
una causa qualsiasi diminuisce a anche di poco, ragionando come 
poco fa, si dimostra che essa finisce col portarsi al valore 4,, 
quella soluzione è perciò instabile, come si è affermato. Con 
analogo ragionamento si potrebbe provare che la posizione di 
equilibrio corrispondente alla soluzione y = 0 della (6) è instabile. 

Possiamo dunque, più in generale, affermare (e lo si potrebbe 
dimostrare rigorosamente con ragionamenti elementari) che 
ogni soluzione della (6) tende asintoticamente ad una soluzione 
periodica stabile. Per meglio precisare questi risultati rappre- 
sentiamo nel piano delle fasi y, y le soluzioni della (6) (fig. 2). 
Le soluzioni periodiche rappresentate da (7) sono cerchi di 





(8) 4 si assume positivo come le ay. 








LA TEORIA DELLE OSCILLAZIONI DA LAGRANGE, ECC. 335 


raggio ar, 42 ... Ar, ... An. Consideriamo ora le soluzioni di (6) le 
cui condizioni iniziali sono interne al cerchio di raggio 4, poiché 
per esse a tende ad 4;, le soluzioni in discorso devono tendere 





Fig. 2. 


asintoticamente alla soluzione periodica di ampiezza a, e con 
analisi più precisa si può dimostrare come le curve che le rap- 
presentano nel piano y, y siano spirali che dall'interno ò dal- 
l'esterno tendono alla circonferenza di raggio ar. In altre parole 
la circonferenza in discorso è, secondo una locuzione di Poincaré, 
un ciclo limite stabile. In modo analogo si prova che sono cicli 
limiti stabili le circonferenze di raggio 43 (9), 4; ecc. sono insta- 
bili quelle di raggio 42, aj; nelle figure 2 e 4 i cicli stabili sono 
rappresentati da linee unite, da linee tratteggiate gli instabili. 

Possiamo dunque concludere che, nel nostro caso, esistono 
un numero discreto di soluzioni periodiche indipendenti dalle 
condizioni iniziali e rappresentate nel piano delle fasi da cicli 
limiti alternativamente stabili e instabili, le altre soluzioni 
sono tutte oscillatorie e tendono tutte alle soluzioni stabili. 


(?) Le soluzioni che tendono al ciclo limite di raggio az hanno con- 
dizioni iniziali della corona circolare fra 4, e @,; quelli che tendono a 
az fra a, e ag ecc. 
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Queste proprietà, che si dimostrano comuni a una vasta classe 
di sistemi non lineari, sono, come si vede, essenzialmente diverse 
da quelle, gia richiamate, dei sistemi lineari. 

Consideriamo anche il caso in cui la curva che esprime 
— {(a?) sia del tipo della figura 3 cioè — f(a?)<0 per az = 0 
ecc. Le considerazioni già esposte portano a concludere stabili 





Fig. 4. 


le soluzioni periodiche di ampiezza 42, a,... ecc. e la soluzione di 
equilibrio, mentre sarebbero instabili quelle di ampiezza ar, 
43 ... ecc. I cicli limiti corrispondenti a queste soluzioni sono 
rappresentati nel piano delle fasi nella figura 4 in cui l’origine 
è posizione di equilibrio stabile. 

In particolare, se le condizioni iniziali si trovano entro il 
cerchio di raggio a; la soluzione corrispondente tende alla posi- 
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zione di equilibrio, invece se le condizioni iniziali cadono nella 
corona circolare fra 4a; e 43 (43 può essere anche uguale all’infi- 
nito) la soluzione corrispondente tende asintoticamente a 
quella rappresentata dal ciclo limite di raggio 42. In tal modo 
si può interpretare il cosidetto fenomeno dell’eccitazione « dura »: 
un sistema in equilibrio stabile può essere portato con oppor- 
tuna variazione delle condizioni iniziali (eventualmente me- 
diante l’azione di forze impulsive) in una posizione corrispon- 
dente a punti della corona circolare sopra indicata e quindi il 
sistema tende a raggiungere uno stato di oscillazione per- 
sistente. 

Cerchiamo di chiarire questi risultati mediante un esempio: 
potremo così conoscere anche un altro interessante fenomeno. 
Sia: 

(9) f(a?) = a — 2Ba? + ya+ 


con a, 8, y positivi. Se 8? > ay f(a?) ha due soluzioni reali po- 
sitive ar, a, la — f(a?) ha la forma della figura 3 e la dispo- 


a2 


Fig. 5 


sizione dei cicli limiti è conforme alla figura 4; si può avere 
eccitazione dura, solo se le condizioni iniziali sono oltre la 
circonferenza di raggio ar. 


22 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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Supponiamo ora che il sistema sia inizialmente nella condi- 
zione di equilibrio. Si diminuisca poi molto lentamente il para- 
metro a fino a raggiungere il valore zero; come è facile provare 
a; andrà diminuendo e quando a = 0 assumerà il valore zero, 
se a continua a decrescere si ha a<0, a:?<0 e rimane solo il 
ciclo limite stabile di raggio a,, mentre l'origine diventa una 
posizione di equilibrio instabile (fig. 5); allora una piccola per- 
turbazione porterà il sistema ad oscillare sul ciclo limite. Fac- 
ciamo ora crescere x sino a ritornare al valore iniziale; il 
sistema continuerà ad oscillare sul ciclo limite @,. È questo 
un esempio della cosidetta isteresi oscillatoria, cioè facendo 
variare lentamente un parametro di un sistema per poi ri- 
portarlo nella condizione iniziale si ha, senza l’intervento 
di azioni esterne, che il sistema non si ritrova più nella po- 
sizione di equilibrio che aveva in principio, ma oscilla con 
ampiezza 4. 


6. — Finora abbiamo messo in evidenza le proprietà dei 
sistemi non-lineari riferendoci a un’equazione particolarmente 
semplice. Ma, nei casi concreti, si presenta un'equazione come 
quella di Van der Pol o più in generale quella di Liénard o 
meglio la (5). Per trattare questa equazione dobbiamo ricorrere 
ad un metodo, dovuto a Lagrange, cioè al metodo della varia- 
zione delle costanti arbitrarie. 

Riferiamoci, per fissare le idee, alla equazione di Van der 
Pol le cui soluzioni sono, per e uguale a zero: 


(10) y=asen(t + g) y=acos(t+ 9) 


dove a e g sono costanti, a2 è ancora il doppio dell’energia, 
considerando a e g come funzioni di f. Col procedimento di 
Lagrange si trova: 


(11) à = e(1 — a? sen? y)a cos? w 

12 p= — g(I1 — a? sen? w) sen w cos 
pP (7 y v 

(13) y=t+® 





LA TEORIA DELLE OSCILLAZIONI DA LAGRANGE, ECC. 339 


e la (11) si può anche scrivere: 


da? 
(14) di E (I.— a? sen? p) a? cos? y 





equazione di ovvio significato fisico perchè rappresenta la 
variazione di energia del sistema. I secondi membri di (II) e 
(12) sono funzioni periodiche di w. Sviluppandoli in serie di 
Fourier potremo scrivere: 


(15) a--et(; di (©) 


(16) g=B(%) 


dove 4(w), B(y) sono somme di funzioni sinoidali di y e multipli 
di w. Ora se e è molto piccolo (debole non linearità) poichè 
a e p sono proporzionali a e, si ha che 4 e g variano molto lenta- 
mente sicchè, in un intervallo di tempo abbastanza lungo, si 
può ritenere a e g costanti. Allora si comprende (e un'analisi 
più completa lo dimostrerebbe in modo rigoroso) che il contri- 
buto delle funzioni sinoidali sui valori di a e g è trascurabile. 
Si hanno così le equazioni: 


(17) a =ta(1-£) 


(18) M-30% 


È questo il metodo di Kryloff-Bogoljubov che permette 
di trattare non solo l'equazione di Van der Pol, ma tutte le 
equazioni con debole non linearità del tipo (5) (1°) e con g(y) = 
= y. In tal modo si possono ritrovare i risultati già esposti 
studiando la (6), non insisteremo perciò su questo argomento. 
Osserveremo solo che dalla (17) si deduce che a tende asin- 
toticamente al valore 2, cioè y tende a una funzione sinoi- 
dale di ampiezza 2 e che dalla (14) si prova facilmente come 


(19) Cioè F (y,3)=ef(Y, 9). 
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il sistema non varia di energia in un periodo quando compie 
l'oscillazione sinoidale cioè, al solito, l'energia dissipata è com- 
pensata dall’energia immessa. 

È bene notare che esistono anche altri metodi per lo studio 
delle equazioni con debole non-linearità; ricordo, in particolare, 
il metodo di Cesari. Ho accennato solo a quello di Kryloff- 
Bogoljubov perchè ricorre a nozioni che risalgono a Lagrange. 


7. — Tornando alla equazione di Van der Pol o meglio 
a quella di Lord Rayleigh (3) accennerò brevemente alle sue 





Fig. 6. Fig. 7. 


soluzioni nel caso dell’ipotesi di e molto grande rispetto all’unità, 
cioè nel caso di forte non-linearità. Allora ricordando y = 





dx ; 
“x la (3) diventa: 
y3 
dj 3 È & 5) nr 
(19) ico i : 
Poichè e è molto grande si ha, sensibilmente, i. Peo, 
salvo che sia: 
y 
20 VISAE 
(20) Se 
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In altre parole il punto di coordinate x e y che rappresenta 
la soluzione (19) deve percorrere rette parallele all’asse y e tratti 
della cubica I° rappresentata da (20). Allora, sorvolando sulle 
dimostrazioni, si ha che nel piano delle fasi il punto rappresen- 
tativo del sistema, qualunque sia la sua posizione iniziale, si 
porta subito sul ciclo limite stabile segnato in figura 6. Perciò 
al trascorrere del tempo la y compie oscillazioni rappresentate 
nel diagramma della figura 7 cioè compie oscillazioni dette di 
rilassamento. Oscillazioni di questo tipo si presentano in molti 
altri fenomeni elettrici o meccanici. 


8. — Resta da dire qualche parola sulla teoria delle oscil- 
lazioni forzate non-lineari che possono rappresentarsi aggiun- 
gendo, per esempio, al secondo membro dell’equazione di Van 
der Pol un termine sinoidale, cioè mediante l'equazione: 





(21) VYV— e(I1 — y°)V + y= Esen wt 


con E ed w costanti. 


Per equazioni di questo tipo con metodi topologici si dimo- 


strano teoremi di esistenza di soluzioni periodiche con periodo, 
2 


—; la loro stabilità ecc. Però per conoscere proprietà più 
w 

precise delle soluzioni di (21) è ancora opportuno supporre 
debole non-linearità e ricorrere al metodo della variazione delle 
costanti arbitrarie. 


Se w è diverso da I o meglio |® — 1| grande rispetto a £ 
conviene porre: 


; Esenwt 
(22) Ii gere 

3 Ew 
(23) y=acos(t+ 9) ate Bag 


con a e g variabili con f. Si ha così: 


(23) de y)jcsl+9) 
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(24) Pet) js (to) 


Ora, procedendo col metodo di Krylofi-Bogoljubov si ha, 
posto ancora y= + 8, 


as Gase T- i pt 


4 2(I- @2 





dove con A(y, #) sono indicati i termini che supposto g costante 
risultano funzioni sinoidali di pulsazione (m + n) dove m e 
n sono numeri interi variabili da 1 a 4. Ora se ogni |m + no] 
è grande rispetto a e, il contributo di A(w, #) può risultare tra- 


2 i 


scurabile. Allora se so > I 4 tende allo zero e si ha 
2(1 — w?)? 


il fenomeno delle estinzioni delle oscillazioni. Se invece qualche 
m+ no è dell'ordine di e, si può avere un'oscillazione con fre- 





quenza di un sottomultiplo di w: si hanno così le cosidette oscil- 
lazioni sottoarmoniche. Se poi © — I è prossimo a I meglio 
@ — I dell'ordine di e, la posizione (22), (23) non è più possibile 
perchè l’ultimo termine sarebbe molto grande. Conviene porre: 


(24) y=asen(at + 9) y = 40 cos (wt + g) 


e col solito metodo di variazione delle costanti arbitrarie a e g 
si ricava che il sistema oscilla stabilmente sulla frequenza 
cioè si ha il fenomeno del trascinamento della frequenza. 

Sono state anche studiate le oscillazioni forzate non lineari 
rette dall’equazione (f. costante): 


(25) V+29Y + p(y) = E sen vt 


ma su ciò non insisteremo. Così non insisteremo su questioni 
rappresentate da sistemi di equazioni non lineari, sulle oscil- 
lazioni quasi armoniche (cioè sulle oscillazioni rappresentate 
da soluzioni di equazioni lineari con coefficienti variabili) 
quest'ultime esposte con ampiezza nel citato libro di Krall. 
Aggiungeremo solo che per lo studio dei sistemi autonomi e 


x 


anche non autonomi con un grado di libertà è assai utile la 
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teoria di Poincaré Bendixon sulle proprietà geometriche delle 
soluzioni di un sistema di equazioni differenziali del primo 
ordine. 


g. — Termineremo con qualche notizia sulle oscillazioni nel 
campo biologico, la cui teoria è stata iniziata dal Volterra. 

Il Volterra considera, in un ambiente chiuso, due specie 
di pesci, il cui numero indica con N; ed N2. La seconda specie 
si nutre esclusivamente di individui della prima specie, sicchè 
la prima specie si potrà chiamare specie mangiata, la seconda 
mangiante. Per studiare come variano N: ed N, al trascorrere - 
del tempo il Volterra suppone che il coefficiente di accresci- 





i È 5 dN 
mento della specie mangiata cioè et 
Ni di 


un termine positivo er (coefficiente di accrescimento in assenza 
della specie mangiante) al quale si deve sottrarre un termine 
dovuto all’influenza della specie mangiante che Volterra suppone 


sia composto da 


proporzionale e di segno contrario a N, cioè uguale a — yiN.. 
Si ha così: 


dN, 
dt 





(26) = (er vi Na) Ni. 

Invece per la specie mangiante in assenza dell'altra specie 
il coefficiente d’accrescimento sarebbe — e2 (cioè negativo), 
ma la presenza della specie mangiata lo aumenta di una quan- 
tità proporzionale ad N; e si ha così l'equazione: 


dN. 
(27) TE = — (e2— ya Ni) Nz. 





Le (26) (27) ammettono una soluzione di equilibrio Nro = 
3 ni N20 = n l'integrazione del sistema in discorso e la 
I 2 
sua discussione porta a concludere che nel piano delle N, ed 
N, il punto P di coordinate N(#) e N-(t) percorre curve chiuse 
che circondano il punto N10 ed No (fig. 8). Perciò il numero 


degli individui delle due specie fluttua intorno ad un valore 
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medio, l'ampiezza delle fluttuazioni dipende dalle condizioni 
iniziali. 

Kolmogorov ha considerato il caso in cui i coefficienti di ac- 
crescimento siano funzioni molto generali K (Nr, N2), K2(Nx, Na) 
di Ni, N. soggette però a ragionevoli ipotesi qualitative. 





Nio 


Fig. 8. 


Egli ha dimostrato che, in casi molto generali, le due specie pos- 
sono portarsi oscillando o non oscillando su una posizione di equi- 
librio Nio, N20 definita da K:(Nro, N20) = 0, K2(Nio, N20) =:0 
oppure raggiungere asintoticamente un ciclo limite; in questo 
caso gli individui delle due specie compiono oscillazioni indi- 
pendenti dalle condizioni iniziali. 

Esempi di oscillazioni sono offerti anche dall’economia 
matematica. La mia competenza su questo argomento è assai 
scarsa quindi non ne parlerò, tanto più che è abbondan- 
temente trascorso il tempo assegnato a questa conferenza. 
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Problemi e progressi recenti dell’aerodinamica 
dei fluidi compressibili. 


Riassunto. — Sommario dei problemi dell’aerodinamica dei flussi com- 
pressibili. Applicazione della teoria delle caratteristiche ai pro- 
blemi iperbolici. Calcolo numerico per una corrente transonica. 
Osservazioni riguardo all'uso di calcolatori elettromci. 


Con molto piacere ho accettato il tanto onorevole invito 
di fare un rapporto sui problemi della meccanica dei fluidi. Ho 
scelto come soggetto l’aerodinamica dei fluidi compressibili. 

Questa disciplina s'è sviluppata soltanto dopo la morte 
di Luigi Lagrange. Ciò nonostante l’influenza del Lagrange è 
riconoscibile anche nell’aerodinamica di fluidi compressibili. 
Ricordiamo, per esempio, il concetto delle coordinate lagran- 
giane, che è uno strumento importante per l’aerodinamica dei 
flussi non stazionarii, e il teorema di circuitazione di Lagrange 
e Thompson. 

La disposizione del mio rapporto è la seguente: 


Parte I: Sommario dei problemi dell’aerodinamica dei 
fluidi compressibili. 


Parte II: Applicazione della teoria delle caratteristiche 
ai problemi iperbolici. 


Parte III: Calcolo numerico per una corrente transonica. 


Parte IV: Osservazioni riguardo all’uso di calcolatori 
elettronici. 
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Farò sempre l’ipotesi che la viscosità, la conducibilità 
termica e le forze esterne possano essere neglette. In conse- 
guenza resteranno esclusi i fenomeni dello strato limite e della 
magneto-aerodinamica. 


Parte I - SOMMARIO DEI PROBLEMI DELL’AERODINAMICA 
DEI FLUIDI COMPRESSIBILI. 


L'oggetto dell’aerodinamica classica è lo stesso di quello 
dell’idrodinamica, cioè lo studio dei fluidi incompressibili. La 
densità 0 è supposta costante. Questa premessa semplifica i 
problemi matematici essenzialmente: Le equazioni differenziali 
divengono lineari. Il potenziale cinetico e la funzione di cor- 
rente soddisfano ad un’equazione lineare del secondo ordine. 
Questa equazione è del tipo ellittico nel caso di flussi stazio- 
narii e del tipo iperbolico nel caso di flussi non stazionarii. 

Se la velocità del fluido, o più precisamente, se il numero 


di Mach M = -. (velocità del flusso diviso per la velocità 


del suono) cresce, la premessa che la densità Q sia costante 
non è più ammissibile. Bisogna tener conto della compressi- 
bilità, cioè si deve considerare la densità o come funzione della 
pressione $, 0 = o()), se l'entropia S è costante: oppure come 
funzione di $ e S, o = ($, S). Per questo, il problema mate- 
matico diventa molto più difficile: le equazioni differenziali 
non sono più lineari ma soltanto quasi-lineari e non è più pos- 
sibile cercare disoddisfare alle condizioni iniziali ed alle con- 
dizioni al contorno per mezzo di sovrapposizione di soluzioni 
particolari. Inoltre la non-linearità delle equazioni provocata 
dalla compressibilità, ha due altre conseguenze: 


I) Prima conseguenza. — Le equazioni dei flussi stazio- 
nari sono del tipo ellittico nel caso subsonico, cioè se il numero 
di Mach M è più piccolo di 1, come nel caso dei fluidi incom- 
pressibili (M = o). Invece le equazioni sono del tipo iperbolico 
nel caso supersonico, cioè quando il numero di Mach è più 
grande di 1. Particolarmente difficile diventa poi il problema 
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matematico se la corrente è transonica, cioè se contiene sia 
un campo subsonico, sia un campo supersonico. In questo 
caso, le equazioni differenziali sono del tipo misto: si tratta 
di un problema di Tricomi. 


2) Una seconda conseguenza della non-linearità delle 
equazioni differenziali provocata dalla compressibilità è, nel 
caso iperbolico, l'apparizione di discontinuità, cioè di onde 
d’urto. Tali discontinuità possono aver luogo tanto in flussi 
stazionarii supersonici o transonici, quanto in flussi non sta- 
zionarii. Nei flussi con onde d’urto si deve soddisfare non sol- 
tanto alle condizioni iniziali e alle condizioni al contorno, ma 
anche alle condizioni di transizione lungo l’onda d’urto. 

Lo strumento più adattato ai problemi iperbolici è la 
teoria delle caratteristiche. Nella parte II tratteremo di questa 
teoria e particolarmente dei metodi di calcolo numerico (me- 
todo delle differenze finite) che discendono dalla teoria delle 
caratteristiche. Discuteremo specialmente dei problemi dove 
il numero delle variabili indipendenti è più grande di 2 (3 0 4). 

Naturalmente, il mio rapporto non pretende di dare uno 
sguardo d’insieme completo. Per esempio, saranno omessi tutti 
i metodi di linearizzazione, di linearizzazione approssimata e di 
linearizzazione rigorosa per passaggio al piano odografico. 


Parte II - APPLICAZIONE DELLA TEORIA DELLE CARATTERISTICHE 
A PROBLEMI IPERBOLICI. 


Il Riemann ha fondata (nell’anno 1860) la teoria delle 
caratteristiche per ùna equazione differenziale lineare del se- 
condo ordine nel suo trattato famoso sulla propagazione di 
onde di pressione di grande intensità. Massau, un matematico 
belga, ha trovato (nell’anno 1890) un procedimento nume- 
rico di differenze finite, che è applicabile anche a sistemi di 
equazioni differenziali ed a problemi non lineari. 

Tali metodi sono stati applicati da molti aerodinamici 
(da Prandl e Busemann, Ferrari, Tollmien, Sauer etc.). Sono 
applicati a problemi aerodinamici del tipo iperbolico con due 
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variabili indipendenti, cioè a flussi stazionarii supersonici bidi- 
mensionali (flussi piani o flussi assialmente simmetrici) e a 
correnti non stazionarie unidimensionali. Prima si sono usati 
questi metodi in forma grafica, ora si usano in primo luogo 
metodi di differenze in forma numerica, impiegando i moderni 
calcolatori elettronici. 

Negli ultimi anni, il metodo numerico delle caratteristiche 
è stato generalizzato a problemi dell’aerodinamica con 3 o 4 
variabili indipendenti, vale a dire a correnti supersoniche sta- 
zionarie tridimensionali (3 variabili x, Y, 2) ed a correnti non 
stazionarie bi- o tridimensionali (3 rispettivamente 4 varia- 
bili x, y, t o x, y, 2, t). Tali metodi sono stati trattati, per 
esempio, nel mio libro « Anfangswertprobleme bei partiellen 
Differentialgleichungen » (Springer, 1958) ed in due recenti miei 
lavori (l'uno è pubblicato nella rivista « Numerische Mathe- 
matik », 1963, l’altro è stato pubblicato, alcune settimane fa, 
nella rivista dell’Istituto Matematico di Beograd). Vorrei schiz- 
zare tale metodo per una correnten on stazionaria bidimensio- 
nale di un gas perfetto. Le componenti %, v della velocità 
del gas e la velocità a del suono soddisfano ad un sistema 
di 3 equazioni di tipo iperbolico: 











Ut + uuz 4 vuy + pp =0. 
2 
(1) rale 
2 
i (2 + var + vay) + aux +0) =0. 


v= cp/ev (cp, cv = calori specifici costanti) 


Scegliamo nello spazio x, y, # un punto arbitrario P ed 
un elemento superficiale passante per P. I valori di «u, ve & 
in questo elemento superficiale si suppongono noti. Cioè si 
suppongono noti in P i valori di w, v, a e le derivate di u, V 
e a nelle direzioni contenute nell’elemento superficiale (le « de- 
rivate interne »). 
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Si devono distinguere i due casi seguenti: 

Nel primo caso, il sistema (1) determina anche le « deri- 
vate esterne » di u, v e a nel punto P. Nel secondo caso, il si- 
stema (1) non determina le derivate esterne, ma fornisce certe 
relazioni lineari (le cosiddette condizioni di compatibilità) per 
le derivate interne secondo due direzioni arbitrarie 7, s del- 
l'elemento superficiale dato. Nel secondo caso l’elemento super- 
ficiale si dice un elemento caratteristico, mentre nel primo caso 
si dice un elemento regolare o non caratteristico. 

Nel nostro problema, ci sono due famiglie di elementi 
caratteristici: gli elementi della prima famiglia inviluppano 
un cono circolate obliquo (cono di Mach) e gli elementi del- 
l’altra famiglia passano per l’asse del cono di Mach. 

Ciò posto siamo in grado di risolvere il problema dei valori 
iniziali con un calcolo numerico, fondato su di un metodo di 
differenze finite: 

I valori iniziali di v, v e a nel piano #t= 0 sono dati. 
Per calcolare valori approssimati di u, v e a in un punto P 
di un piano vicino # = cost = A, scegliamo 3 elementi carat- 
teristici passanti per P, ed in ognugno di essi scegliamo una 
retta arbitraria e siano 71, 72, 73 le tre rette. I 3 elementi carat- 
teristici intersecheranno il piano # = 0 lungo 3 rette s1, S2, $3. 
Le condizioni di compatibilità forniscono tre equazioni lineari 
per le derivate di u, v e «@ nelle direzioni s; e 71, rispettiva- 
mente s2, 7, e s,, 73. Così, sostituendo ai differenziali le diffe- 
renze, si ottengono 3 equazioni finite per i valori approssi- 
mati di v, v e a nel punto P. Con lo stesso calcolo, si ricavano 
valori approssimati nei piani seguenti £ = 24, 34t, ecc. 

Per semplificare il calcolo, si possono, per esempio, sce- 
gliere gli elementi caratteristici paralleli all'asse delle x. Allora 
risultano le seguenti condizioni di compatibilità 


(2). (83539) | 


(2) = funzioni lineari delle uz, vx, dx 


(2); | 
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Naturalmente, il sistema (2) e il sistema (1) sono equi- 


di 


; d ; ERI ONI0E, ; 
valenti. Le (4) sono .derivate nelle direzioni 7, e 7, in ele- 
T,2 
menti caratteristici tangenziali al cono di Mach, è (4) È 
3 


di 
una derivata nella direzione 7} di un elemento caratteristico 
passante per l’asse del cono di Mach. 


Parte III - CALCOLO NUMERICO PER UN PROBLEMA TRANSONICO: 
CORRENTE SUBSONICA ATTORNO UN PROFILO CON INCLUSIONE DI 
UNA ZONA SUPERSONICA. 


I problemi più difficili dal punto di vista matematico 
sono le correnti transoniche, dove le equazioni differenziali 
sono del tipo misto, cioè di tipo ellittico nel campo subsonico 
e di tipo iperbolico nel campo supersonico. Tali problemi sono 
trattati nel libro eccellente di C. Ferrari e di F. G. Tricomi: 
Aerodinamica trasonica (1962). Malgrado i grandi progressi 
della teoria dovuti in primo luogo a Tricomi, è però tuttora 
necessario ricorrere ad esperimenti numerici. Tali esperimenti 
esigono un’intima familiarità, non soltanto con l’algebra e 
l’analisi, ma anche con la matematica numerica moderna, che 
occorre per un'utilizzazione razionale dei calcolatori elettronici. 

Per illustrare queste idee con un esempio, discutiamo 
adesso la corrente subsonica attorno ad un profilo, con inclu- 
sione di una zona supersonica. 

Il numero di Mach della corrente indisturbata sia M i 
Si suppone che, in seguito all'espansione, si formi un’inclu- 
sione supersonica adiacente alla parte superiore del profilo. 

Evidentemente questo problema è più complicato del 
classico problema di Tricomi. Invero, nel problema classico, 
l'equazione differenziale del tipo misto: 


Vixx + ty 19 


è lineare e la curva parabolica è nota fin dal principio: è la 
retta y = 0; l’equazione è del tipo ellittico se Y è positivo, e 
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del tipo iperbolico se y è negativo. Invece, nel nostro pro- 
blema transonico, le equazioni differenziali non sono lineari 
ma soltanto quasi-lineari, e la curva parabolica non è nota 
fin dal principio ma deve essere trovata insieme alla conve- 
niente soluzione delle equazioni differenziali. 

Prima d’ogni altro, si presenta la questione se mai esi- 
stano effettivamente tali correnti transoniche dappertutto con- 
tinue, cioè senza onde d’urto. I matematici giapponesi Tomo- 
tika e Tamada hanno risposto a questa questione in senso 
positivo: Hanno trovato una corrente subsonica con inclu- 
sione di una zona supersonica senza onda d’urto, sostituendo 
alla funzione #(0) del gas perfetto una relazione che appros- 
sima molto bene la funzione #(o) nel dominio transonico. Tri- 
comi ha semplificato il risultato essenzialmente. 

Ma, subito ci troviamo di fronte alla difficoltà seguente: 
Non si sono mai osservati nelle gallerie del vento tali flussi 
transonici senza onde d’urto. Certo, una causa di questa discre- 
panza può essere il fatto che Tomotika e Tàmada hanno tra- 
scurata la viscosità e la conducibilità termica ed, in conse- 
guenza di questo, l’influenza dello strato limite. Ma sembra 
essere molto verosimile, anche trascurando l’influenza dello 
strato limite, che correnti transoniche senza onde d’urto — 
(come, per esempio, la corrente di Tomotika e Tamada) — 
siano casi eccezionali. Vale a dire, che tali correnti sono insta- 
bili riguardo a piccole perturbazioni. Infatti, la Signora Mora- 
wetz (1956) ha tentato di provare che, sotto certe premesse, non 
esistano soluzioni prossime a tali correnti transoniche eccezionali. 

La prova della Signora Morawetz è stata criticata. Perciò 
abbiamo tentato di chiarire la discrepanza fra il risultato teorico 
di Tomotika e Tamada e i risultati nelle gallerie del vento, con 
un esperimento numerico. Questo esperimento è stato eseguito 
dal Dott. W. Werner nel mio Istituto di Monaco per mezzo del 
nostro calcolatore elettronico — (chiamato Perm) — nel modo 
seguente: 

Werner ha fatto uso dei risultati di Tomotika e Tamada 
aggiungendovi piccole perturbazioni. Più precisamente: Queste 
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perturbazioni si crearono da sé stesse in conseguenza dell’ar- 
rotondamento dei valori esatti (numeri in generale irrazionali) 
a numeri decimali con un dato numero di cifre. Questi valori 
approssimati furono presi come valori iniziali per t='0.‘di 
un flusso bidimensionale, non stazionario, attorno al profilo 
dato da Tomotika e Tamada. Per calcolare questa corrente 
per #> o, Werner ha usato il metodo delle caratteristiche che 
abbiamo discusso nella Parte II di questo rapporto, essendo 
x, y, e t le variabili indipendenti e «, v e 4 le funzioni cercate. 
Il risultato confermò completamente quanto avevamo aspet- 
tato: La corrente a monte della zona supersonica era prati- 
camente stabile. Ma la parte a valle della zona supersonica 
non era stabile. I gradienti di pressione e di velocità diven- 
tavano sempre più grandi con #? crescente, sì che era evidente 
che un’onda d’urto era in procinto di formarsi. 


Parte IV - OSSERVAZIONI RIGUARDO ALL’USO DI CALCOLATORI 
ELETTRONICI. 


Tutti i problemi che abbiamo discusso non potrebbero 
essere trattati senza l’uso di calcolatori elettronici. Per questa 
ragione vorrei concludere il mio rapporto con alcune osserva- 
zioni generali concernenti l’uso dei calcolatori elettronici: 

I calcolatori elettronici non possono sostituire le idee 
creative dell’uomo, su cui si fonda ogni progresso delle scienze. 
Ma, queste macchine rendono possibile la valorizzazione di 
tali idee creative per mezzo di procedimenti numerici, che non 
potrebbero essere eseguiti senza l'enorme celerità di calcolo 
dei calcolatori elettronici. 

Esiste perciò una situazione completamente nuova nel- 
l’analisi numerica: Bisogna preparare il problema matema- 
tico, prima che si possa affidarlo alla macchina. Questa pre- 
parazione comprende 2 tappe: 


I) Scelta di metodi numerici adatti ai calcolatori elet- 
tronici. 


2) Programmazione. 
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Finalmente, la discussione del risultato è una terza tappa: 


3) Analisi degli errori dei risultati numerici. 


I° Tappa. 


La celerità di calcolo delle macchine elettroniche moderne 
rende possibile l’esecuzione di un numero di molte migliaia 
di volte più grande di operazioni numeriche e logiche di quello 
che si poteva eseguire finora. In conseguenza di ciò, è neces- 
sario riesaminare i metodi numerici classici da questo nuovo 
punto di vista, e di svilupparne di nuovi. 

Permettetemi d’illustrare l’importanza di una scelta bene 
considerata di un metodo appropriato con un esempio quasi 
banale: 


La maggior parte dei problemi numerici esige come 
stadio finale la risoluzione di un sistema di equazioni algebriche 
lineari. Sia » il numero delle equazioni e il numero delle inco- 
gnite, cioè sia da risolvere il sistema 


dirt +... + dinkn = di, ZA 
Supponiamo inoltre che il determinante det(a;x) non svanisca: 
det(aj) + 0, 


sicchè esiste una ed una sola soluzione. 

Supponiamo che tre matematici, chiamati A, B e C, ten- 
tino di risolvere il sistema mediante un calcolo numerico: Il 
Sig. A, che è un matematico «superpuro », che non si preoc- 
cupa mai di questioni sull’esecuzione pratica di un problema, 
si ricorda della regola di Cramer che esige il calcolo di certi 
determinanti di ordine » formati coi coefficienti 4;x e bi. E, 
poichè è un matematico superpuro, calcola questi determinanti 
secondo la definizione, vale a dire calcolando gli #/ prodotti 
degli elementi di differenti righe e colonne di ogni determi- 
nante. Il Sig. B è un matematico «mezzo puro ». Anch’egli 
si serve della regola di Cramer, ma semplifica il calcolo usando 


23 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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i teoremi di Laplace. E, finalmente, il Sig. C, che è un mate- 
matico un poco primitivo, procede nello stesso modo di Gauss: 
Elimina successivamente le incognite x, x. ecc., ottenendo 
così un sistema con una matrice triangolare, con cui può cal- 
colare prima xn dall’ultima equazione, poi xn_: dalla prece- 
dente, ecc. Ecco i tempi che esigono i calcoli dei tre matematici 
(l tempo dipende essenzialmente dal numero delle moltipli- 
cazioni): Il matematico A deve eseguire circa n/ moltiplica- 
zioni, B circa 2" e C circa n3. Così otteniamo questo risultato: 
Supponiamo che sia n = 20 (un numero abbastanza piccolo 
per una macchina), e supponiamo che la celerità del calcola- 
tore che i tre matematici usano sia mediocre. Allora, se questa 
macchina esegue il calcolo del matematico C in 1 secondo, il 
calcolo del matematico B esige circa 20 ore, e il calcolo del 
matematico «superpuro » A esige un miliardo di anni: uno 
spazio di tempo geologico. 


23 l'appa. 


La seconda tappa della preparazione di un problema mate- 
matico per l'applicazione di un calcolatore elettronico con- 
cerne la programmazione. Si distinguono 2 tipi di programmi: 
i «programmi interni» ed i « programmi algoritmici ». I pro- 
grammi interni contengono tutte le operazioni elementari che 
la macchina deve eseguire successivamente. Evidentemente, 
questi programmi per i problemi che abbiamo discusso, sono 
molto lunghi e complicati, e inoltre, per far un tale programma 
interno, è necessario essere familiare con tutti i particolari 
della struttura del calcolatore disponibile. Sarebbe pratica- 
mente impossibile fabbricare un tale programma enormemente 
lungo senza errori, ed in uno spazio di tempo non troppo 
grande. Perciò, l'applicazione dei calcolatori elettronici a pro- 
blemi matematici complicati è divenuto realizzabile soltanto 
dopo che si è scoperto che basta fare dei programmi algo- 
ritmici. Questi programmi sono composti da formole mate- 
matiche e da certe altre direttive in una lingua matematica 
normalizzata, che è universale, cioè indipendente dalla mac- 
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china disponibile. I programmi algoritmici sono molto più 
brevi che i programmi interni, e la loro fabbricazione può essere 
appresa senza grandi difficoltà, perchè la conoscenza della 
struttura della macchina disponibile non è necessaria. 

Però, come si traduce un programma algoritmico in un 
programma interno per un certo calcolatore disponibile? Il 
calcolatore stesso fa questa traduzione, perchè questa tradu- 
zione è un compito di elaborazione di informazioni al pari 
della soluzione di un problema numerico. Naturalmente, è 
necessario fare un «programma di traduzione » per ogni tipo 
di calcolatore elettronico, ma per mezzo di questo la macchina 
può tradurre ogni programma algoritmico nel programma 
interno corrispondente. 

La lingua algoritmica più moderna è la cosiddetta lingua 
Algol 60 (= algorithmic language del 1960), che è stata svi- 
luppata per iniziativa dei Signori K1. Samelson, F. L. Bauer 
e H. Rutishauser in un circolo internazionale. 


3° Tappa. 

La terza tappa concerne la discussione dei risultati nume- 
rici forniti dal calcolatore elettronico. 

Un'analisi accurata degli errori di risultati numerici è 
così importante come la discussione degli errori in un esperi- 
mento fisico o tecnico, per esempio delle misurazioni in una 
galleria del vento. Naturalmente quest’analisi è molto difficile a 
causa del numero enorme delle operazioni eseguite, che non posso- 
no venir controllate dall'uomo mentre la macchina è in funzione. 

Gli errori dei risultati numerici provengono da un com- 
plesso di molti fattori. Vorrei limitare la discussione ad un 
solo fattore: la «stabilità numerica »: 

: Se si applica un metodo di differenze finite (come nella 
teoria delle caratteristiche), le derivate sono approssimate da 
differenze finite. Se l’ordine dei termini finiti è più grande 
dell’ordine delle derivate, le soluzioni del problema finito con- 
tengono più costanti delle soluzioni del problema analitico. 


x . 


In questi casi è possibile che il calcolo numerico sia instabile. 
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Vale a dire che può accadere che, se si aggrandisce il numero 
degli intervalli, cresce l’influenza delle costanti esuberanti, e il 
risultato numerico diventa più e più inesatto. 

Naturalmente, questa instabilità numerica è particolar- 
mente pericolosa se si applicano calcolatori elettronici, perchè 
in questo caso il numero degli intervalli è estremamente grande. 
Perciò, il problema della stabilità o instabilità numerica è 
presentemente di palpitante attualità. 

Un esempio: Il Dott. H. J. Stetter, nel:mio Istituto, ha 
investigato, nella sua tesi d’abilitazione (1961), la stabilità di 
differenti metodi di differenze finite nella teoria delle carat- 
teristiche. Ha confermato che i metodi numerici finora usati 
sono stabili, e oltre a ciò ha trovato parecchi nuovi metodi 
stabili di un più grande ordine di precisione. 

Chiedo permesso di concludere il mio rapporto con una 
osservazione generale: L'applicazione dei calcolatori elettronici 
ai problemi matematici, per esempio ai problemi dell’aerodi- 
namica, ha bisogno di matematici «all round », cioè di mate- 
matici familiari sia con la matematica cosiddetta «pura » 
(analisi), sia con la moderna matematica numerica, che per lo 
più è considerata come pertinente alla matematica cosiddetta 
«applicata ». Nei decenni e nei secoli precedenti, la sintesi 
della matematica pura con la matematica applicata era ovvia 
ma non più ora. Se, per esempio, si fosse chiesto ad Euler se 
si occupava di matematica pura o di matematica applicata, 
è verosimile che Euler non avrebbe nemmeno capita la que- 
stione. Quest’osservazione è del grande topologo russo Alexan- 
droff, che l’ha fatta in occasione del giubileo di Euler a Berlino, 
nel 1957 (250° anniversario della nascita di Euler). 

Speriamo che la coscienza dell’unità di tutta la mate- 
matica: pura ed applicata, divenga di nuovo convinzione di 
tutti, affinchè non accada che la matematica pura degeneri 
in una matematica «non applicabile », e la matematica appli- 
cata in una matematica « impura »! 
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Group properties 
of the hydrodynamic equations. 


Summary. — In this paper some aspects of the group properties 
theory of partial differential equations and its applications to the 
hydrodynamic equations are considered. Particularly discussed 
is the group-invariant solution concept which envelopes wide 
classes of particular solutions of the equations with a group 
property. 


Let any system S of differential equations for unknown 
functions w!, ..., u” depending on independent variables 21, 
.., 4 be given. Let 7 be a one-to-one transformation in 
the euclidean space E” which transforms the point (x, u) E E” 
into the point (x’, w'). According to S. Lie the system S 
admits 7 if .7 conserves S as a differential manifold. 
Lie’s theory considers only the case when all transformations 
T admitted by S form a continuous group G. It is said that 
S possesses the group property if it admits the non-trivial 
group G. 

The differential equations in physics and mechanics give, 
as it is well known, wide possibilities for employing group 
properties. However, the algorithms of the systematic appli- 
cation of Lie group theory were insufficiently elaborated. Some 
time ago the author undertook an attempt to regenerate Lie’s 
theory conformably to a special case of differential equations 
of Hydrodynamics. It renders that the general approach permits 
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both to recognize new regularities and to realize in a new fashion 
the previously known but separate facts. 

The theory of group properties of differential equations 
includes the following problems: 1) Finding the widest conti- 
nuous group G which is admitted by the given system S (the 
main group of S); 2) Group classification of systems S with 
a given structure; 3) Employing the known group, admitted 
by system S for the construction of particular solutions of this 
system; 4) Finding systems S, that admit a given group G 
or, in general, a group with given properties. 

The solution of the first of the above mentioned problems 
is known thanks to the works of Lie. The computation of 
the main group brings about the construction of the so- 
called determining equations and the finding of their common 
solution. These equations are partial differential equations, 
linear and homogeneous, for the coefficients of an infinitesimal 
operator 

XA = &(x, v) si + nt(x, u) 2 
which is the generator of a one-parametric admitting group. 
Many examples considered show that this problem may be 
solved without any serious difficulties if the system S is con- 
crete and not too complicated. 

The group classification problem assumes that the given 
system of differential equations S contains some arbitrariness 
expressed in the dependence of equations of S from some para- 
meters or functions which are not strictly fixed. Each restriction 
of this arbitrariness gives a system S° called the specialization 
of system S. Noting the main groups of S and S° through G 
and G° we conclude that always G° 2 G. In this connection the 
problem of group classification is stated as follows: find all 
the S°— specializations of S, which admit essentially wider 
groups G° > G. The two following examples helped to realize 
the importance of the group classification problem in Hydro- 
dynamics. 
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The first was the computation of the main group for one- 
dimensional adiabatic gas flow equations: 


I 
re he 0 Î 


(1) 06 + vox + Que = 0 | (y = const) 
di + ups + ypux = 0 


It was shown that among all meanings of the constant y there 
is an extraordinary one, namely y = 3, for which the main , 
group of system (1) is wider than in the case of arbitrary y. 
With y = 3 system (1) admits, apart from the transformations 
admitted by it with an arbitrary y, the following one-parametric 
group with parameter a: 

t x x 
I-dt’ e era 

‘o =(1— die, pd=(1_- dip. 


This ‘result was generalized to cases of two and three 
dimensional flows assuming an arbitrary connection between 
entropy, density and pressure $ = f(o, S). According to this 
arbitrary element of the corresponding system a complete 
solution of the group classification problem was given. 

The second example supplied a solution of this problem 
for the well known Chaplygin equation being satisfied on the 
hodograph plane by stream function w = y(0, 0) of a plane 
stationary non-rotational gas motion: 





pr 





u =(1— at)u+ ax, 


(2) K(0) 900 + Woo = 0 . 


The widest main group of the equation (2) may be represented 
as a three-parametric group of transformations in the plane 
(9, o). Each function K(o) for which (2) admits such a three- 
parametric group is called admissible K(0). AU admissible 
K(0) may be represented parametrically as follows: 


DE to(s) 


CAS), ts)” 
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where Z(s), £o(s) are two linearly independent solutions of the 
equation 


= (asì +85 + 0) GE = 
with constants a, b, c. This result shows that all applied «appro- 
ximations » of the equation (2) connected with the selection 
K(0) permit us to receive a solution of boundary problems of 
gas dynamics in the simple analytical form are summarized 
as follows. The « approximating » equation is selected so that 
it admits as wide a group as possible. 

The particular solutions which one obtains with the help 
of the group property of a given system S are called group- 
invariant solutions. Each group-invariant solution is constructed 
with the help of some subgroup H C G and because of that is 
also called the H-solution. Let the functions Tx, #)(c=t,..,0) 
form the complete set of independent invariants of the group H. 
In order to receive H-solutions we form a new system of equa- 
tions ©: 


DI, ...,I)=0 (=1I,...t—- 0) 


so that only @ values I” are independent variables. The condition 
of the integrability system of equations S + © brings about 
the replacement of this system by some passive system P (for 
some functions «(x)) and some invariant system S/H (for the 
functions ®®(/)). The number o is the rank of considered H-solu- 
tions. A second whole number, defect of invariance, which is 
defined as ò = 9 + m — t, is introduced. It has a simple geo- 
metrical sense of the difference between the dimension of mini- 
mal invariant manifold of group H which contains the H-solu- 
tion and the dimension of the H-solution itself (Le. n — m). 

The H-solution corresponding to d = o is called invariant 
H-solution. In this case the passive system P does not appear. 
It is worth noting that a concept of the invariant solution 
existed before. For example, in Hydrodynamics one operates 
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with a «similar» solution concept that is associated with di- 
mension analysis. However if the system S is given without 
any information as to the physical signification of the values 
connected by it, the concept of dimension is meaningless. 
The exact definition of the concept of «similar» solution 
states that it is an invariant H-solution with H as a group 
of tensions. 

All solutions with dò >o are called partly invariant H- 
solutions. The partly invariant solution concept possesses a 
great power of generality. For example, it envelopes such known 
solutions in gas dynamics as simple and multiple waves and 
function-invariant solutions of the wave equation. 

The problem which is arising here is the problem of connec- 
tion between different classes of H-solutions. It is clear that 
if H; is a subgroup of the group H then each H-solution is at 
the same time an H;-solution. Its ranks and defects of inva- 
riance satisfy the following inequalities: 01 = 0, è = ò. However 
only in the case when ox = the difficulties of finding this 
solution as H: solution do not increase if compared with finding 
it as an H-solution. In this connection we have proved the 
theorem that if the corresponding passive system P is completely 
integrable owing to the system S/H than there exist such a subgroup 
H; C H that the H-solution considered is at the same time an invari- 
ant Hi-solution of the same rank. The other result is that if H is 
an invariant subgroup of some group H'C G, the system SJ/H 
constructed for the invariant H-solutions admits the factorgroup 
H'/H. 

These concepts and properties were applied to the problem 
of finding all group-invariant solutions of the system (I). 

In conclusion we note one result concerning the 4th problem. 
The question is formulated as follows: find all systems of the 
kind 
(3) Fix, y, U, U, Ux, Uy, Vx, Vy) = 0 (= Ig 2) 


whose set of solutions forms a plane transformation group. 
Here we consider each solution u = (x, y), v(x, y) of (3) as a 
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transformation. The corresponding theorem states that each 
system (3) with the required property is equivalent to one of the 
following: 


Ux = VUy, VUg = STa Uy 
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I. PRIGOGINE et P. RÉSIBOIS(*) 





Temps et irréversibilité en physique statistique. 


Riassunto. — Voir Introduction. 


I. INTRODUCTION. 


Un des principaux objectifs de la physique statistique est 
de donner une interprétation quantitative de l’irréversibilité 
observée dans le monde macroscopique. 

Il est remarquable que les grands fondateurs de la phy- 
sique statistique, Maxwell et Boltzmann, aient eux-mémes 
indiqué deux méthodes possibles de recherches pour mieux 
comprendre la signification de ce phénomène. La première 
correspond à la formulation de l’hypothèse ergodique. Nous 
ne discuterons pas le développement de la théorie ergodique 
dans ce travail (**). Les conditions mathématiques qu'il faut 
postuler pour assurer l’ergodicité sont aujourd’hui bien com- 
prises. Ce qui manque c’est la preuve que les systèmes de la 
mécanique statistique satisfont è ces conditions. De plus, le 
temps nécessaire pour que le point représentatif parcoure la 
surface à énergie constante est grand, probablement de l’ordre 
du temps de récurrence de Poincaré (par exemple toto! 
années). Or le temps nécessaire pour que la distribution des 
vitesses atteigne la distribution d’équilibre de Maxwell est 
beaucoup plus court, de l’ordre du temps qui sépare deux col- 
lisions dans un gaz (temps de «relaxation ») par exemple de 


(*) Chargé de Recherches au Fonds National de la Recherche 
Scientifique de Belgique. 


(**) Voir par exèmple la communication du Professeur ZIn à ce 
colloque. 
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l’ordre de 10-8 sec. Il n'y a vraiment aucune commune mesure 
entre ces deux échelles de temps et on peut penser que l’ergo- 
dicité du système, méme si elle se trouve réalisée, est sans 
rapport avec l’irréversibilité macroscopique observée. Nous 
reviendrons sur cette question importante plus loin. 

La seconde méthode due surtout à Boltzmann est la mé- 
thode cinétique. Ici, c'est l’irréversibilité à l’échelle des fonctions 
de distribution moléculaire qui est considérée comme pri- 
mordiale. 

. Ainsi, pour un gaz modérément dilué (de telle manière 
que les corrélations spatiales n'y jouent pas de ròle) Boltzmann 
a indiqué l’équation suivante valable pour la fonction de distri- 
bution fs (r, v, #) en absence de forces extérieures: 


(12) diodo. p) 





où C est l’opérateur de collision. 

Cette équation une fois admise, il est facile d’établir le 
théorème H de Boltzmann qui montre qu’au bout d’un temps 
de l’ordre du temps de relaxation, la distribution des vitesses 
se rapproche de la distribution maxwellienne. 

L'équation de Boltzmann décrit donc une évolution irré- 
versible vers l’équilibre statistique. Mais il faut noter que cette 
équation implique la notion d’irréversibilité plus qu'elle ne la 
Justifie. Supposons qu’au bout d’un certain temps nous inver- 
sions les vitesses, la fonction de distribution devrait alors s’écar- 
ter de la distribution Maxwellienne. L'équation de Boltzmann 
ne peut étre applicable à la fois à l’évolution directe et à l’évo- 
lution inverse. Comme nous le verrons dans la suite, ces dif- 
ficultés proviennent de ce que l’équation de Boltzmann résulte 
de simplifications qui rendent la discussion de sa relation avec 
la mécanique malaisée. 

En outre, pour la description des phénomènes irréver- 
sibles autres que ceux qui se produisent dans les gaz dilués, 
l'équation de Boltzmann est insuffisante. La collision y est 
décrite comme un phénomène instantané dans le temps et 
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localisé dans l'espace. La séparation méme du mouvement en 
mouvement non-perturbé ou «libre» (membre de gauche de 
l’équation (1.1)) et en collision (membre de droite de (1.1)) est 
introduite de manière intuitive et sans justification profonde. 

L’objet de ce travail est de discuter la méthode cinétique 
de manière générale. Notre discussion sera applicable tant au 
cas de la mécanique classique qu’à celui de la mécanique quan- 
tique. Elle sera basée sur l’équation générale d’évolution pour 
la fonction de distribution des vitesses que nous avons établie 
récemment. 

Le point essentiel est que cette équation est valable è 
la fois pour les situations dans lesquelles la fonction de distri- 
bution des vitesses se rapproche, de l’équilibre (c’est-à-dire 
de la distribution Maxwellienne) et pour celles où elle s'en 
éloigne. Nous pouvons ainsi discuter de manière plus précise 
ce qui caractérise en fait ces deux possibilités. 

Dans notre discussion nous nous plagons toujours du point 
de vue d’un ensemble: nous considérerons soit un ensemble 
de systèmes distribués dans l’espace de phases, soit un seul 
système incomplètement spécifié. Le problème intéressant du 
lien entre le comportement d’un seul système et celui de l'en- 
semble ne sera pas abordé (voir par exemple Philippot [3]). 
Nous ne discuterons pas non plus ici la notion d’entropie. 


2. MÉTHODE GÉNÉRALE [2] 


Nous nous plagons dans presque tout cet exposé dans le 
cadre de la mécanique classique non-relativiste. Nous supposons 
donc valables les équations d’Hamilton (*) 


da èdH dp 0H 


Gai a 





(*) Il s’agira toujours de systèmes è un grand nombre de degrés 
de liberté; mais pour ne pas alourdir l’écriture nous écrirons g è la place 
de 9, 93. |. QN. En outre, nous n’expliciterons pas le caractère vectoriel 
des quantités utilisées, sauf quand la clarté de l’exposé l’exigera. 
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Nous pouvons représenter le système étudié par un point 
de l'espace des phases ($, q). 

Dès le départ nous introduisons la notion d’ensemble carac- 
térisé par une densité q (g, d; 1) dans l’espace des phases (d, 9). 
Nous supposons que @ est normalisé; nous pouvons donc in- 
terpréter 


(2.2) o dpdq 


comme la probabilité de rencontrer à l’instant # le point repré- 
sentatif dans l’élément de volume dqdp. i 
Il est bien connu que o satisfait l’équation de Liouville 


(2.3) © = 


où {H, 0} est le crochet de Poisson de H avec 0. Nous écrirons 
(2.3) sous la forme 





(2.4) "RE Lo 
avec 

.0H % .0H d 
(2.5) L=; ci 


Une propriété importante de L est son caractère hermitien 
(comme l’opérateur Hamiltonien de la mécanique quantique); 
il en résulte immédiatement que l’équation de Liouville est 
invariante dans la transformation #-— —t, pr_-pet, 
de ce point de vue un peu naîf, est bien « réversible ». 

Nous considérons un système, enfermé dans une boîte 
cubique de volume 2, tel que l’Hamiltonien puisse étre décom- 
posé en deux parties: 


(2.6) H=H,+3V 


Ho correspond è l’énergie cinétique: 


N 2 


(2.7) Ho=) 
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et AV est l’énergie potentielle 


(2.8) AV =D AVin((e6j — nl) 
j>n 
où % est un paramètre de couplage; nous supposons les forces 
centrales et additives. 
A la décomposition (2.6) correspond une décomposition 
similaire de l’opérateur de Liouville: 





où 
(2.10) Lot DE d Leo 
Rn ri È 0%j 
oV (0 d 
QILI òL=—i | i )= 
(2.12) IR do va eillzi-xnilVi (33 3, i 
QI Odi Dn 


Dans l’expression (2.12) nous avons utilisé le développement 
en série de Fourier de l’interaction Vjn. 

La méthode que nous suivons est formellement analogue 
aux méthodes de perturbation usuelles de la mécanique quan- 
tique: nous calculons d’abord les fonctions propres et valeurs 
propres de l’opérateur Lo pour des conditions périodiques aux 
bords (ce sont les ondes planes). Nous développons ensuite o 
dans des fonctions propres de Lo: 


(2.13) o= Q-N2Y omld; 1e'3 


En introduisant le développement (2.13) dans l’équation 
de Liouville (2.5) nous obtenons le système d’équations sui- 
vant: 

—iVkyovt 


(14) dem = VP 1911 8)9> 07" ob) 
{R} 
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où < {k}|ò L|{k'} > est l’élément de matrice de dòL dans la repré- 
sentation des ondes planes: 


(2.15) <{R}L|#}>= 5 J dica, dano Psp 


Il suffit de remplacer dL par sa valeur (2.12) pour obtenir: 


7 i d d 
4 pa (R;U;+RnUn)t ene relase |. 
(2.16) i0tom(d; 1) 5 L di gi(ks0; IVI | 7 3) 
; eil(R;+1)0;+ (Rn-Dvalf0k, 41, 4-1 (051). 


En utilisant de nouveau le langage de la mécanique quantique, 
nous pouvons dire que (2.16) est l’équation de Liouville en 
représentation d’interaction. 

Avant de passer à la discussion générale de ce système 
d'équations considérons le cas simple du scattering qui nous 
permettra de mettre en évidence la plupart des aspects du 
problème de l’irréversibilité. 


3. LE SCATTERING (*). 


Considérons un ensemble de particules diffusées par un 
centre de forces situé à l’origine (voir fig. 3.1) 


O 


Fig. 41, 
L’Hamiltonien (2.6) se réduit ici è: 
he 
(3.1) mg a AV (rl) 


(*) Pour plus de détails concernant cette section, consulter [4]. 
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et le système d’équations (2.6) devient: 
È A È È, | 
(3.2) ident) = D citelVi % eCiMHA Op LI(P; 8) 
7 


Il est facile d’indiquer la solution de (3.2) correspondant è 
des valeurs données de ox(f ;t = 0) à l’instant initial. Notons 
qu’'en particulier le coefficient de Fourier oo donne la distri- 
bution des vitesses des particules tandis que les autres coeffi- 
cients de Fourier décrivent la distribution spatiale de l'ensemble 
(c’est-à-dire les corrélations avec le centre de force). 

Nous pouvons, sans nuire è la généralité, supposer les 
forces faibles. Nous résolvons alors le système (3.1) par ité- 
ration et nous nous limitons aux termes d’ordre le plus bas 
en Z. Nous avons ainsi trois contributions pour la distribution 
des vitesses à l’instant #: 


a) le flux non perturbé: 
(3-3) 00 (P; 0) 


b) les contributions liées uniquement à la distribution 
des vitesses à l’instant initial. Le terms d’ordre le plus bas est 
en 4 (correspondant à l’approximation de Born): 


(3-4) (È) (©) z J "da ; dvi 


- 


. gilolt-19)(— IV)) go 0) + 0(43) 


c) des contributions liées aux « inhomogénéités » 0k(P; 0) 
du système è l’instant initial: 


da J ‘dll 5 e-etgi(p; 0) +0 (4) 


Passons à la limite d’un grand système. La somme sur / 
devient alors une intégrale: 


Q 
(3.6) d >|. 


24 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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De plus, nous considérerons des temps # longs par rapport 
à la durée d’une collision. Nous pouvons transformer (3.4) en 
l'expression asymptotique plus simple (cfr. app. A). 


Gili lariana ao 
3-7 sto] ser ai op ed: 
mò, (a) est défini par: 


(3.8) rò,(a) = 6(a) + P (t/a) 


où d(a) est la fonction de Dirac et P (1/a) dénote la partie 
principale de 1/a. 

La formule (3.7) donne une contribution croissant linéaire- 
ment dans le temps. C’est bien à ce type d’effet que la diffusion 
d'un faisceau homogène doit donner naissance. L’opérateur 
qui agit dans (3.7) sur 00(9; 0) a un sens physique très simple. 
On peut en effet montrer (pour un calcul analogue voir [5]) 
que (3.7) peut s’écrire aussi 


CAIROLI 
(3.9) o 73 20; 0) 





où l’opérateur £? est défini par 
(3.10) L= — (vA #) ( A 5) 


et où A est une constante qui ne dépend pas de la vitesse et 

contient toutes les caractéristiques du potentiel. 
L'opérateur du scattering est ainsi (dans l’approxima- 

tion de Born) formellement identique à l’opérateur du mo- 


ment angulaire en mécanique quantique (* AN #) (£ A w) Les 


fonctions propres de cet opérateur sont bien connues: ce 
sont les fonctions sphériques de Laplace. En particulier une 
distribution è symétrie sphérique autour du centre est inva- 
riante. 
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Considérons d’abord le scattering d’un flux de particules 
homogène (ox(p; 0) = 0 pour £+# 0). En retenant les termes 
(3.3) et (3.9) nous avons 





(3.11) Qo(d, 1) = co (è; a IA caov(ò; o | 





La distribution des vitesses finale est donc plus symétrique 
que la distribution initiale. L’effet du scattering par forces 
centrales est bien celui que l’on attend: augmenter la symétrie 
en atténuant la dissymétrie imposée par les conditions initiales. 

Nous voyons apparaître une irréversibilité en tout point 
analogue à celle du problème de N corps que nous étudions 
plus loin: le scattering augmente la symétrie de la fonction de 
distribution des vitesses. 

Est-ce que cette conclusion est générale ? Pour cela, partons 
de nouveau de la situation homogène. Donc à #= 0, nous 
avons: 


(3.12) go(p;t= 0) +0 er(pit=0)=0 


Nous poursuivons la diffusion jusqu'à # = tx. Nous obtenons 
LI 


alors, conformément à (3.2) et (3.11), pour les coefficients 
de Fourier en représentation d’interaction: 


(3.13) cold: ) = oo 0) — 5-3 Lost; 0) 
op; = —($) farenivi Zoolt; 0 


Les coefficients de Fourier en représentation normale s’obtiennent 
en multipliant chaque composante ox(?, t)) de (3.13) par le 
facteur de phase exp - ikut,. A l’instant #, nous préparons un 
nouvel ensemble en retournant les vitesses: nous obtenons 
donc les nouvelles conditions «initiales »: 





(3.14) 0o(d; tr) =00(— d;t=0) — 5 Sor p, t=0) 


dadi ta) =(5) fi 4 cito )EV 2 Si i 
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A ce nouvel état, nous appliquons de nouveau des équations 
similaires à (3.3), (3-5) pour calculer la distribution des vitesses 
au temps t = 2 t1. Le calcul est immédiat et nous le reportons 
‘à l’Appendice I. Le résultat est qu’à l’instant # = 2 t, nous 
avons de nouveau comme en (3.12): 


(3.15) 


Comme il fallait s'y attendre, l’évolution pendant le temps 
tr +2t, a compensé l’évolution pendant le temps 0 +tr. 
Dans la première étape, la fonction de distribution des vitesses 
est devenue plus symétrique et des corrélations ox ont apparus; 
dans la seconde, 00 devient moins symétrique et les ox disparais- 
sent. 

En vue de généraliser au problème de N corps, il est utile 
de présenter nos conclusions de la manière suivante: 


a) Il existe des phénomènes de scattering où la distri- 
bution des vitesses devient plus symétrique après un temps 
long (appelons cette classe la classe +) et des phénomènes où, au 
moins pendant un temps fini #7 mais aussi long que l’on veut, 
la distribution devient moins symétrique (classe —). 

Il est clair que ces deux classes + et — correspondent à 
deux cas extrémes particuliètrement simples mais toute la 
gamme intermédiaire est possible: en particulier, nous aurons 
aussi le cas exceptionnel où la distribution n’est pas modifiée 
par la collision: il s’agit de toutes les distributions qui ne dé- 
pendent que de l’énergie totale de chaque molécule 0 = o (H). 
Pour simplifier, nous ne discuterons cependant que les cas + 
et. 


5) Les deux classes sont des solutions du système (3.1) 
mais avec des conditions initiales différentes. 


c) Dans le classe +, nous créons des corrélations ox 
à partir du go à l’instant initial (voir 3.12); dans la classe — 
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nous détruisons ces corrélations gx pour modifier oo. Nous avons 
donc. schématiquement: 


classe + : 00 > 0k 


classe — : 0% > 00 


En principe du moins, nous pouvons réaliser expérimentale- 
ment ces deux types de situation: il suffit de réfléchir le faisceau 
diffusé sur un miroir sphérique parfait situé à grande distance 
du centre de scattering. Mais à cause de la grande cohérence des 
phases qui est nécessaire pour obtenir une diffusion de la classe — 
cette expérience est extrémement difficile à réaliser; de plus, 
nous ne connaissons aucune autre technique. 

Si donc nous nous trouvons devant un faisceau de par- 
ticules qui va étre diffusé par un centre de force, nous pou- 
vons immédiatement déceler, de par la manière dont le fai- 
sceau a été préparé, si nous avons affaire à la classe + ou —. 
En particulier, s'il s'agit d’un faisceau qui n’avait pas in- 
teragi avec le centre à un temps antérieur, nous pouvons 
étre certain que nous avons un phénomène de la classe + et 
que la distribution des vitesses est plus symétrique après la 
diffusion. 

Il est évidemment très intéressant de caractériser de ma- 
nière plus précise les situations correspondant à la classe + ou 
à la classe —. Le problème est de chercher une condition por- 
tant sur les ox(9;t= 0) telle que le scattering tombe dans 
l’une ou l’autre classe. Nous reviendrons sur ce problème lors 
de la discussion du problème des N corps. Mais dès maintenant, 
nous pouvons faire les remarques suivantes: 

A chaque condition initiale correspondant à la classe + 
on peut associer une condition initiale correspondant à la classe—. 
Il suffit en effet de partir d’une condition initiale +, de faire 
agir la diffusion pendant un temps t,, arbitrairement long, et 
d’inverser les vitesses pour obtenir une condition initiale de la 
classe —. 
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Remarquons aussi que si la fonction de corrélation og($ ; 
t = 0) est telle que la corrélation entre le faisceau et le centre 
diffuseur est à portée finie L, alors, après le temps t: = Ljv| 
les particules qui viennent tomber sur le centre sont uniformé- 
ment réparties. Dans ces conditions, au moins après le temps tr, 
nous avons un scattering de classe +. Ceci est à rapprocher 
d'une condition formulée par Penrose & Percival [6] (voir aussi 
de Beauregard [4]). Ainsi, l’appartenance è la classe + peut 
se formuler comme une condition « aux limites » tellement natu- 
relle qu'elle explique certainement de manière intuitive la do- 
minance des conditions initiales + sur celles —. Il est vrai 
que si nous inversons le vitesses après un temps tx nous avons, 
si aucune autre interaction mécanique n’a eu lieu pendant ce 
temps, des corrélations s’étendant sur la distance L = tr|v|. 
Dans la limite ff + 00, la distance de corrélation tend bien vers 
l'infini mais il faut réaliser des conditions d’isolement de plus en 
plus strictes. 


4. PROBLÈME DE N coRps. 


Passons maintenant au problèìme de N corps et résumons 
d’abord brièvement quelques notions générales (pour plus de 
détails voir (2]). A còté de la fonction de distribution 0 (%1...xy, 
d:...PN; 1) pour le système dans son ensemble nous pouvons 
définir des fonctions de distribution réduites; par exemple 
fs (X1...%s, Pr..-Ps ; 1) désigne la probabilité de rencontrer à 
l’instant #, s molécules quelconques aux points xr...xs avec les 
moments r...js. 

Il est important de noter que les fonctions thermodyna- 
miques telles que pression, énergie,... s’expriment toutes à 
l’aide des fonctions de distributions fs pour s très petit. (s = 1,2 
au plus 3). Inversément l’étude thermodynamique d’un système 
ne nous renseigne que sur les fonctions de distribution à un 
petit nombre, de particules. 

Nous nous intéressons tout particulièorement à la limite: 


(4.1) N-+-%, Q-+%, N/Q= fini 


bea 
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Dans ce cas se produisent une série de simplifications impor- 
tantes. Nous pouvons par exemple remplacer les sommes par 
des intégrales, (voir 3.6) utiliset un spectre continu ... Physi- 
quement cela revient è considérer un grand système (tous les 
systèmes macroscopiques usuels comprennent 10?3 particules et 
sont donc très grands dans ce sens) et des temps petits par rap- 
port au temps de récurrence de Poincaré. Comme ces temps sont 
excessivement longs (par exemple de l’ordre de 10'°" années), 
cela paraît une approximation raisonnable. 

Lors du passage è la limite (4.1) nous devons imposer une 
condition supplémentaire, à savoir que les fonctions de distri- 
bution réduites existent, c’est-à-dire que la limite 


(4.2) lim filN A(xx, dr; 1) = f(x, da; 1) 


N-292-+0x Raf fini 
Q 

obtenue à partir de la fonction de distribution réduite fx(N:9) 
(x, p, t) définie è l’aide d’un ensemble de N particules dans un 
volume 2, existe. Nous sommes alors assurés que nous pouvons 
attacher des fonctions thermodynamiques bien déterminées à 
notre ensemble. 

Comme nous l’avons montré (voir [2]) cela implique que le 
développement en série de Fourier de g(xr...Xy; dir... PN; 1) 
prend, à la limite d’un grand système, la forme (*): 


(43) oltitvi pupo) = ONG; 9 + I farialin a 0 x 
7 


X exp ik(x; — 2%) + L, faindrbdstzot te + RA +3) X 
ilp 


X O(76,0 lay Pasi Di 1) exp 1(Rx%; + Rw + R3%p) + ...] 


(*) Le développement (4.3) s’obtient à partir de (2.13) en attachant 
à chaque 0{k} (P; #) une dépendance particulière en le volume du système. 
Pour simplifier l’écriture nous avons absorbé dans les coefficients de 
Fourier de (4.3) les facteurs exp — i) h; v;t qui apparaissent expli- 
citement dans (2.13). 
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où les différents coefficients de Fourier do, 0 (fr ...) sont tels que: 


forli, Ir, di. PN; 1) 


soient finis dans la limite N + co, n fini. 

Nous nous sommes limités dans (4.3) au cas d’un système 
homogène, c’est-à-dire invariant par rapport à la transla- 
tion: 


(4.4) o(%r VOSENO di n DN; Î) nn) 
= 0(% +a...XNn+ 4; Pr PNG t) 


Les coefficients de Fourier qui apparaissent dans (4.3) sont 
étroitement liés aux fonctions de corrélation. Ainsi @(jx, /_k; 
P, t) est le coefficient de Fourier de vecteur d’onde £ cor- 
respondant à la fonction de corrélation binaire les molécules 
1'CLL 

En utilisant une représentation familière de la méca- 
nique statistique de l’équilibre nous pouvons représenter 
le sens physique de ces coefficients de Fourier de la manière 
suivante: 


2 
O(Ik, 2-4) = dali 


2 2 
I 

O(Ik, 2e°, 3-k-#) = 1 3 3 

I 
I 4 

2: PARO 

Q(Ik, 2a, 3h”, 4-h-k-k) = 3 

5 
2 4 


Fig. 4.1. Sens physique des coefficients de Fourier, 
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Nous pouvons maintenant apprécier mieux le sens physique 
des équations (2.14) (2.16). Les éléments de matrice <{R}|ÒL]{R'}) 
produisent des transitions’ entre l’« état de corrélation» {R'} 
et l’état de corrélation {R}. Pour mieux comprendre ce point 
observons que les seuls éléments de matrice <{R}|dL]{k'}) 
non nuls sont tels que: 


a) Voki SC ; cela résulte de l’invariance de translation 
de l’interaction V (2.8); 


b) seuls 2 indices & peuvent changer è la fois: cela ré- 
sulte de l’hypothèse de forces binaires dans (2.8). 


En représentant par un trait les états & # o nous avons 
alors les 6 possibilités représentées sur la fig. 4.2. 


î Î 
n n 


î 
Ri, ki, kn + 0 > k; + R,=k 0) 
” n 
hg ka, ky #0 i—< R;= ki + kn (c) 
i] i 
Ki, K,+0 d. H+EK=o (A) 
n i 
1 
k;, kn #0 Gg kj+ky=0 (e) 
n 
Ri, kn #0 sn. ki = kn (Î) 
i n 


Fig. 4.2. Classifications des éléments de matrice < {R'}|3L|{K}> . 
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En utilisant les fig. 4.1 et 4.2 les premières trois équations 
du système (2.13) ou (2.16) s’écrivent schématiquement 





Fig. 4.3. Evolution des corrélations. 


En effet dans l’équation (a) de la fig. 4.3 figure à gauche 00 
(« pas de lignes ») et le seul diagramme de la fig. 4.2 qui aboutira 
à un état sans lignes est le diagramme (e). L’équation (a) relie 
donc la distribution des vitesses 00 à des corrélations binaires 02. 

De méme l’équation (b) relie 02 à 00 cu è une corrélation 
triple 93. La cinétique des corrélations peut ainsi s'exprimer par 
une succession de relations: 


(4.5) 005025035045... 


En particulier, ici aussi nous pouvons considérer les deux 
situations entrémes dans lesquelles ou bien le « flux » des cor- 
rélations se dirige des petites vers les grandes corrélations: 


(4.6) do > 02 > 03 > 04 «è 


ou bien inversément, ce sont les corrélations multiples qui 
déterminent les corrélations d’ordre moins élevé: 


(4.7) do +02 03 +04... 





TEMPS ET IRRÉVERSIBILITÉ EN PHYSIQUE STATISTIQUE 379 


Ces deux cas correspondent exactement aux classes + et — que 
nous avons étudiées dans le problème du scattering. Dans la 
situation (4.6) les fonctions de distribution réduites déter- 
minent les fonctions de distribution de plus en plus fines 
(car on « détermine » om avec n Km) tandis que l’inverse a lieu 
dans (4.7). 

Ici également, ces deux possibilités sont compatibles avec 
les lois de la mécanique. Mais, comme nous allons le voir, dans 
le cas (4.6), le système se rapproche de l’équilibre thermody- 
namique et dans le cas (4.7) il s'en éloigne. Nous allons main- 
tenant mettre les équations de la dynamique sous une forme 
telle que nous pourrons reconnaître facilement laquelle des deux 
situations va se réaliser. 


5. ÉQUATIONS CINÉTIQUES. 


En regroupant les termes qui apparaîssent dans la solution 
formelle des équations (2.14) ou (2.16) on peut donner aux 
équations d’évolution une forme très remarquable. Sans entrer 
dans les détails (voir [1, 2]), indiquons brièvement quelques 
étapes pour bien mettre en évidence l’extréme simplicité de 
la méthode. En utilisant des transformées de Laplace on peut 
mettre la solution des équations (2.14) sous la forme d'une 
série de perturbation en le paramètre de couplage: 


(5.1) om(d; )) = ipa exp — i6t), sa (e 
c 


{R} n=0 





<p (1 ip] > 


où Lo et òL sont définis par (2.13) - (2.12). Le contour Crest 
placé dans le plan complexe % au-dessus de toutes les singu- 
larités de l’intégrand. Il est sous-entendu dans ce qui suit 
que cette série a un sens, soit qu'elle converge soit qu'elle puisse 
étre prolongée analytiquement. 

Introduisons la notion du «fragment diagonal ». C'est une 
succession d’interactions commengant par le vide de corrélation 
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et se terminant en 90 sans jamais passer par le vide dans aucun 
état intermédiaire. Par exemple la combinaison de deux sommets 
(e) et (d) dans la fig. 4.2 nous donne le fragment diagonal le 
plus simple: 


Comme nous le verrons dans la suite, les fragments diagonaux 
ont un sens physique simple et important. 
Introduisons la notation 


U]p= xSD+00+D+Q& 


pour la somme de tous les fragments diagonaux. De méme 


(5.4) 
(a) (0) 


représentent la somme des fragments de « création » passant de 
00 à 0) (sans jamais passer par oo comme état intermédiaire) 
et de « destruction » passant de 00 à 0% 

Appliquons (5.1) au calcul de go (t). L’état initial peut 
étre soit 90 (0) soit o (0). Dans le premier cas, nous pouvons 
regrouper la série de perturbation en un nombre arbitraire 
de fragments diagonaux agissant sur go (0). Dans le second 
cas nous devons d’abord introduire un fragment de destruction 
pour passer de gx} (0) à 0 puis nous pouvons de nouveau ajouter 
un nombre arbitraire de fragments diagonaux. 

Nous pouvons donc écrire symboliquement: 


(65) e@=Y Q[O+X | 0). 
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Appelons respectivement ‘oo (0) et Fo (&; cx (0)) les contri- 
butions du fragment diagonal (5.3) et de destruction (5.4). 
Par exemple la contribution de (5.2) est 


(5.0) PEC) = 42< 0) (— dL) (- dL)[o> 


RIT 
do <L 


Nous pouvons alors écrire 








(69) coll = Pareri Y 
(@ 


[00(0) + Felt; 0m(0))] 


où Fo (5; e: (0)) correspond è l’effet du fragment de destruc- 
tion dans (5.5). 
Introduisons les notations: 


Folt; 0%#}(0)) = — 2) di exp — ittFo(t; 04(0)) 
J 
(5.8) 
Grolt}= — a d di exp — itt(iLoo() 
Cc 


Il est alors facile de vérifier que nous avons l’équation d’évo- 
lution pour go (t): 





(9 | E [arcoolt—L)0o(0) + Folli cuo(0) i 





L’équation d’évolution pour oo se trouve ainsi décomposée 
en deux termes: le premier dépend seulement de 00 aux instants 
antérieurs, le second dépend de l'ensemble des corrélations 
mais seulement à l’instant initial. 

Nous pouvons encore dire que le premier terme correspond 
à l’évolution de la distribution des vitesses par effet des colli- 
sions. L’intégration sur le passé dans ce terme provient de ce 
que dans cette théorie apparaît nécessairement la durée finie 
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de la collision. C'est ce qui donne à ce terme son aspect « non- 
markoffien ». Lorsque l’on peut négliger cette durée on retombe 
sur un opérateur de collision qui se réduit à celui de Boltzmann 
si on ne retient en outre que les seules collisions binaires. 

Le terme Fo (%; 0a} (0)) représente l’effet des corrélations 
initiales sur l’évolution ultérieure de la distribution des vitesses. 
Il est facile maintenant d’indiquer une condition suffisante pour 
l’évolution vers l’équilibre. Si 





(5.10) | Felemlo) > 0 








Alors, au bout d’un temps suffisamment grand, (5.9) se réduit 


x 


a: 


(5.11) E [Cool — boot. 
(0) 

Le comportement asymptotique de cette équation peut étre 
analysé (voir [2]) et on peut montrer que la distribution des 
vitesses tend alors vers la distribution de Maxwell. 

De plus, dans ce cas, les corrélations à nombre fini d’indices 
non nuls £ + 0, s’expriment par des fragments de création ap- 
pliqués à 00 


(5.12) Ca} Db 00 |. 


Les fonctions de distribution réduites correspondant à un nombre 
fini de particules prennent alors les valeurs prescrites par la 
théorie de l’ensemble canonique. Nous pouvons donc dire que, 
de ce point de vue, le système atteint l’équilibre thermody- 
namique. 

Nous ne pouvons évidemment pas nous étendre ici sur 
les démonstrations qui ont été publiées ailleurs. Remarquons 
seulement que la validité d’équations telles que (5.11), (5.12) 


darei 
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implique précisement que la dynamique des corrélations se 
fait dans le sens (4.6). En effet 00 obéit alors à une équation 
séparée indépendante des autres et les corrélations d’ordre plus 
élevé se feront à partir de corrélations à nombre de particules 
plus petit (dans (5.12) nous passons successivement de 00 à 
une corrélation 02 puis à 03 ...). 

Le problème essentiel est ainsi la discussion des conditions 
de validité de (5.10) et comme ce\terme était absent de l’équation 
de Boltzmann nous voyons maintenant pourquoi cette équation 
ne se préte absolument pas à la discussion de l’irréversibilité. 


6. DISSIPATIVITÉ ET ÉvoLuTION 
THERMODYNAMIQUE. 


Analysons de plus près l’équation d’évolution (5.9). Tout 
comme dans le cas du scattering nous pouvons nous limiter 
à l’étude de termes d’ordre le plus bas en le paramètre de cou- 
plage 4. Dans ce cas nous pouvons dans l’opérateur de collision 
nous limiter au seul fragment diagonal (5.2) (voir aussi 5.6). 
On trouve alors immédiatement en passant à la limite d’un grand 
système 





I 
P <o|òL|{K}> = — < {k}|òL]o > 
ni ig %) kjv; — È 
(6.1) i 
-& aL dl Dy si VD 
avec 
ò ò 
Dura ag A 


Cette expression peut étre mise sous la forme d’une intégrale 
de Cauchy, par un changement de variable approprié (voir 
aussi appendice 2): 


Ù 
(6.2) Poo(6) = J du LO 
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Nous pouvons définir deux déterminations à cette intégrale 
— Ho (0) et 5 (0) — (plus exactement à cet opérateur à 
cause des facteurs D;; mais cette différence ne joue pas. de 
ròle ici) suivant que % appartient au demi-plan supérieur (54) 
ou inférieur du plan complexe È (S-). 

On démontre (voir 2)) que Yi (6) et 73 (5) sont analy- 
tiques respectivement dans S+ et dans S-, c’est-à-dire dans 
le demi-plan où elles sont définies. Nous pouvons aussi, par des 
procédés connus, prolonger 75 (0) dans le demi-plan inférieur: 
dans ce cas, Yo (5) aura des singularités dans ce demi-plan S-. 

Dans les expressions (5.8), le contour d’intégration est une 
ligne située au-dessus des singularités de Fo (2) et de woo(0). 

Si nous négligeons dans (5.11) la durée des collisions, nous 
pourrons écrire en tenant compte de (5.8): 





(6.3) oro() da Jato — ty)colt) > Jr drG00(1)00(0) = 
TT P0(0)00(8) 
où 
Pio (0) = lim oo (3) 
(6.4) î=0+i |e 


E >0 


L'opérateur ‘5 (0) joue un ròle particulièrement important 
dans la théorie des phénomènes irréversibles parce qu'il cor- 
respond à l’effet asymptotique des collisions et ne contient 
que des sections efficaces de collision usuelles telles. qu'elles 
apparaissent dans l’équation de Boltzmann ou dans les expres- 
sions (3.7) et (3.9) du scattering. 

Une condition préalable pour que l’on puisse parler d’évo- 
lution thermodynamique est 





(6.5) îW(0) + 0 
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C'est la condition de dissipativité. Cette condition est étudiée 
en détail dans [2] (voir aussi Van Hove [9]). Elle exprime que la 
section efficace de collision est différente de zéro c’est-à-dire 
qu'il y a suffisamment de processus conservant à la fois l’éner- 
gie et la quantité de mouvement pour que la distribution des 
vitesses se modifie au cours du temps. 

Mais cette condition est encore compatible avec les deux 
évolutions possibles (4.6) et (4.7). Pour distinguer entre ces deux 
possibilités nous devons étudier le second terme de (5.9). 

A l’ordre le plus bas en 4, la seule contribution à F.(t) pro- 
vient des éléments de matrice: 


(6.6) vd 


{k} 





IGO | > 21(0) 
ce qui donne, à la limite d’un grand système, le résultat: 


(6.7) Felt; calo "Lew zl dRRVxDij hei CRI =r;tor:(0) . 


Cette expression est de nouveau de la forme (6.2) d’une inté- 
grale de Cauchy, pourvù que gx, - #,(oy (0) satisfasse des conditions 
de régularité suffisantes; par contre, une différence essentielle 
entre (6.1) et (6.7) réside dans ce que F, dépend à la fois du 
potentiel d’interaction Vx et des conditions initiales. 

En particulier, on peut montrer que la portée des forces 
et la portée des corrélations entre molécules qui vont interagir 
dans le futur déterminent la nature et la position des singula- 
rités de F+ (€; 0g (0)). ! 

Ainsi (voir [2] pour plus de détails) lorsque le potentiel 
a la forme exponentielle 


(6.8) V(M=Voexp— wr 


qui correspond à une portée de forces x-1, les composantes 
de Fourier sont 


25 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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Si nous considérons (6.9) comme une fonction analytique 
de la variable £, cette fonction a des pOles en 


(6.10) Rist 


Il en résulte que F3 (; 04; (0)) prolongée analytiquement 
dans le demi-plan inférieur aura, elle aussi, un pòle en ; 


(6.11) é=— iv 
Ce péòle correspond à la « durée » de la collision: 
(6.12) tc = (#.0)7* 


De méme à la portée de la corrélation pour t = 0 correspond 
dans F$ (&; 093 (0)) des singularités dans le demi-plan infé- 
rieur dont la position détermine un ou plusieurs temps caracté- 


ristiques correspondant à la «durée des corrélations »  £corr- 
Pour des temps 


(6.13) i > tcoll È > tcorr 


nous pourrons négliger dans (5.9) l’effet de F, (?) et nous sommes 
ramenés à l’équation de Boltzmann généralisée (5.11). 

La théorie des transformées de Fourier-Laplace et des 
intégrales de Cauchy fournit un critère fort général pour la 
validité de (5.10): si 





(6.14) F(t) = — der exp — ittF(£) 
(6; 
rita 

(6.15) È) = I do 


—_ 0 


il suffit en effet, pour que (5.10) soit satisfait, que f(@) soit 
absolument intégrale et obéisse à la condition de Lipschitz: 


(6.16) |f(@)-f(0.)|=A|or— 02] a=1I 


Dans ce cas, la fonction È (£) est une intégrale de Cauchy [10]; 
si nous prenons la détermination F+ (2) de cette fonction, 
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nous pourrons faire tendre le contour C vers l’axe réel, auquel 
cas le résultat (5.10) est simplement une conséquence du thé- 
orème de Riemann-Lebesgue [11] pourvu que: 


+0 


(6.17) } fas |F+(a)|< B. 


—_ 


Ce résultat implique, comme on le voit facilement en com- 
parant (6.7) à (6.15), des conditions de régularité sur les cor- 
rélations initiales ox, x,oy (f = 0), qui seront satisfaites pour 
une large classe de systèmes physiques. 

Cependant, il faut reconnaître que cette propriété asympto- 
tique n’a pas un grand intérét du point de vue physique car 
elle ne nous apprend rien sur l’échelle de temps après laquelle 
le fragment de destruction Fo(t) tend vers zéro. Il n’existe pas, 
à l’heure actuelle, de théorèmes mathématiques précis qui per- 
mettent de caractériser une telle échelle de temps et nous 
devrons donc nous contenter de critères qualitatifs du type 
(6.13). 

Tout comme dans le cas du scattering, nous pouvons 
cependant indiquer facilement des conditions initiales qui as- 
surent que, sur un temps tr, arbitrairement long, la fonction 
Fo (t) sera différente de zéro. Considérons les deux cas suivants: 


a) A l’instant #= 0, nous partons d’un système sans 
corrélations: 


(6.18) go (P;t=0)+0 ea) (9;t= 0) =0 


Nous laissons le système évoluer jusqu’à l’instant # = tr. A 
ce moment, nous avons 


(6.19) go (pst=t) +0 em(pit=t)#0 


b) A l’instant #= t,, nous retournons les vitesses des 
particules du système: 
00( © 3 É = —_ % in i 
(6.20) e (di t 1) 20( È; t x) 
Qm(p;t=t)=o0n(- dit=t). 
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Nous étudions alors les fragments de destruction Fo (8; ot (tr)) 
et Fo (t; @k (t:)) correspondant respectivement aux états ini- 
tiaux (6.19) et (6.20). Nous pouvons montrer facilement qu’avec 
les conditions (6.19): 


(6.21) Fo (t; 04} (t.)) — 0 t> t coll 
tandis qu’au contraire avec (6.20) 
(6.22) Fo (t, 04} (tr)) + 0 trCt<K2tr 
de telle manière que pour # = 2 t 

00 (p;t=2t)=00(— p;t=0) 


On} (p;t=2t)=0m(— pit=0)=o0 


(0.23) 





L’inversion des vitesses à # = fr produit donc une évolution 
«antiboltzmannienne » pendant l’intervalle de temps tr à 281, 
qui compense l’évolution « boltzmanienne » qui se déroule de 
o à tr. 

Les calculs sont indiqués dans l’appendice II, pour le po- 
tentiel d’interaction (6.8). Nous montrons en détail que le com- 
portement (6.22) est lié, au point de vue mathématique, à 
une singularité essentielle è l’infini du prolongement analy- 
tique de F3 (€; 01) (41). 

Terminons ce paragraphe par des remarques générales 
concernant l’inversion des vitesses, L’équation de Liouville 
(2.4) est évidemment invariante par rapport à la transforma- 
tion 


(6.24) Vv+—- 4; t>-t 


Il en résulte que l’inversion des vitesses et l’inversion du 
temps sont des opérations équivalentes dans le cadre de la 
mécanique classique (en excluant la possibilité de champ ma- 
gnétique). 

Au lieu de retourner les vitesses à l’instant f = # nous au- 
rions pu à cet instant retourner le sens du temps. La discussion 
se ferait de manière analogue. 
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La seconde remarque se rapporte à l’extension quantique 
de nos résultats. A la place'de la fonction g(9, $; #) nous devons 
alors utiliser l’opérateur densité o; de von Neumann. En repré- 
sentation quantité de mouvement cet opérateur se représente 
par la matrice 


(6.25) <blo|d') 


L’analogie avec le cas classique apparaît alors le plus claire- 
ment en introduisant è la place de et )' les nouvelles variables 
P et k définies par (pour plus de détails voir [2] Prigogine, 
chapitre XIII): 
I ' 
P=1 (+?) 
(6.26) 
I ,’ 
k=30-) 


Nous avons alors 


(6.27) <plelp>=<P+- lalP-TE >=, 


A l’opération classique d’inversion de vitesses correspond 
dans le cas quantique la construction d'un nouvel ensemble 
0x8 (P) tel que 


(6.28) dal) = cnl— 9) =<— + llp MES 


En particulier nous avons pour la fonction de distribution des 
moments 


(6.29) do (P) = 020 fe È) 


Cette transformation généralise donc bien l’inversion des vitesses 
classique. Toute notre discussion s’étend dès lors facilement 
au cas quantique (voir Appendice, III). 


7. CONCLUSIONS. 


Notre discussion a été entièrement basée sur l’équation 
cinétique (5.9) valable tant pour l’évolution vers l’équilibre 
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thermodynamique que pour des évolutions qui écarteraient 
le système de l’équilibre thermodynamique. La distinction 
entre ces deux cas se trouve ramenée à l’étude du comporte- 
ment de la fonction È} (6; 04} (0)) (voir $ 6). 

Aucun élément subjectif (ignorance des conditions ini- 
tiales, information, ...) n’a été introduit dans la discussion. La 
notion d’irréversibilité rattachée à l’évolution d'un système 
vers l’équilibre thermodynamique se trouve ramenée, une fois 
l’hamiltonien du système donné, à l’étude des conditions initiales. 

A la constatation empirique relative à la prédominance 
des systèmes qui se rapprochent de l’équilibre thermodyna- 
mique correspond la dissymétrie profonde entre les conditions 
initiales qui assurent les divers types de comportement possibles. 

Pour obtenir un système qui s’écarte de l’équilibre, nous 
avons « retourné les vitesses » (voir $$ 3 et 6). Ce procédé peut 
paraître un peu artificiell Mais il s’agit là simplement d’un 
moyen pour obtenir un fragment de destruction Fo(t; d,#;(t2)) 
à durée de vie macroscopique. 

Une question très intéressante et importante est alors 
celle-ci: quelles sont dans la nature les situations telles que Fo 
a une durée de vie macroscopique sans que nous ne devions 
procéder à ce retournement des vitesses? L’expression (6.7) 
du fragment de destruction nous indique les facteurs qui dé- 
terminent son comportement: le potentiel Vy et les corrélations 
initiales 0x;(0). Dès lors, on peut penser à deux types de situa- 
tions: les forces gravifiques et la turbulence. 

Dans le premier cas les forces sont à longue portée et il 
n'existe pas de « screening gravifique » qui ramènerait, comme 
dans le cas électrostatique, ces forces à des forces effectives à 
courte portée. Dans ces conditions, on peut se demander si le 
fragment de destruction devient effectivement négligeable à un 
stade quelconque de l’évolution du système. La portée des forces 
ne permet pas au système d’oublier ses conditions initiales. 

La situation est un peu analogue dans le cas de la turbu- 
lence. Là c'est l’existence de corrélations à longue portée qui 
introduit l’effet de mémoire. 
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L’importance du fragment de destruction sur l’évolution 
de la fonction de distribution des vitesses d’un plasma a été 
mise clairement en évidence dans un travail récent de Man- 
geney (A. Mangeney: Équations cinétiques d’un plasma tur- 
bulent, Annales Institut Lebedeff, Moscou, à paraître 1964; 
voir aussi: I. Prigogine, R. Balescu, I. Krieger; Physica 20 
(1960) 529). 

L’intérét de ces problèmes est qu’ils conduisent à se de- 
mander si la croyance à l’universalité du second principe de la 
thermodynamique n’est pas liée partiellement à la nature des 
forces et des corrélations qui nous sont les plus familières: les 
forces et les corrélations à courte portée. Car si le fragment de 
destruction ne s’annule pas, nous n’avons plus aucun moyen 
de prouver l’approche du système vers l’équilibre thermody- 
namique. È 

Revenons maintenant sur la relation entre la méthode 
cinétique et la méthode ergodique. Moyennant des hypothèses 
sur l’état initial, nous pouvons démontrer que les fonctions de 
distributions réduites, reliées à des composantes de Fourier oy 
avec n indices non nuls tels que n < N, se rapprochent de leur 
valeur d’équilibre statistique, c’est-à-dire de la valeur qu’elles 
auraient dans un ensemble canonique. Ces résultats ont été obtenus 
en utilisant le passage à la limite (4.1). Par contre, notre mé- 
thode ne nous apprend rien sur les fonctions de distribution 
où n = 0 (N); le comportement global du système nous échappe 
complètement. 

La méthode suivie est donc exactement à l’opposé de la 
théorie ergodique (voir par exemple Khinchin [8]) qui déduit 
le comportement de sous-systèmes à partir du comportement 
global, qui est supposé correspondre à un ensemblè muicroca- 
nonique. Comme nous avons vu que l’équilibre thermodyna- 
mique des propriétés réduites était atteint après des temps de 
l’ordre du temps de relaxation du système, alors que, d’après 
la théorie ergodique, l'ensemble microcanonique ne donne une 
description satisfaisante qu’après des temps de l’ordre du 
temps de Poincaré, qui sont beaucoup plus grands (voir $ 1), 
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nous pouvons en conclure que la méthode cinétique montre 
que l’équilibre thermodynamique pour les propriétés réduites 
du système est atteint bien avant que le système global n’ait 
atteint une distribution microcanonique d’équilibre. 

Cette conclusion n’est évidemment valable que si nous 
nous limitons à des systèmes pour lesquels une description 
thermodynamique complète puisse étre donnée à l’aide des 
@n tels que n<N, c’est-à-dire tels que toutes les propriétés 
thermodynamiques s’expriment par ces fonctions de distribu- 
tion réduites. Il est d’ailleurs douteux que l’on puisse parler de 
thermodynamique si cette condition n'est pas réalisée, car 
dans ce cas la notion de variable intensive n’a pas de sens à la 
limite d’un grand système; les propriétés thermodynamiques 
dépendent de l’extension du système: ni la température, ni 
les potentiels chimiques n’auront de sens (il en est probable- 
ment!ainsi pour un système de particules interagissant par des 
forces gravifiques seules, mais peut-on appliquer la thermody- 
namique à de tels systèmes?). 

D'une manière tout à fait générale on peut rattacher les 
méthodes cinétique et ergodique au double réle de l’énergie en 
physique statistique: La méthode cinétique découle du ròle 
de l’hamiltonien dans les équations du mouvement (c’est-à-dire 
de son ròle comme générateur. de transformations unitaires 
infinitésimales) et la méthode ergodique du ròle de l’hamil- 
tonien dans l’hypothèse ergodique. 

Nous pouvons résumer cette situation comme suit 


H 





i Ù y É ; 
équation de mouvement hypothèse ergodique 
équations cinétiques ensemble microcanonique 


y i 
ensemble canonique 


Nous pensons que dans l’état actuel de la physique, la 
méthode cinétique présente des possibilités plus étendues que 
la méthode ergodique, méme pour l'interprétation des propriétés 
d’équilibre, 





TEMPS ET IRRÉVERSIBILITÉ EN PHYSIQUE STATISTIQUE 393 


En effet d’une part, le problème ergodique se heurte à 
des difficultés sérieuses qui ont toujours comme origine la 
considération du système dans son ensemble. Ainsi les auteurs 
ont démontré (voir [2]) l’existence d’une infinité d’invariants 
analytiques du mouvement pour des systèmes classiques pour 
lesquels le passage à la limite (4.1) est autorisé. Ces invariants 
n’empéchent pas que les fonctions de distribution réduites 
tendent vers leur valeur d’équilibre mais il semblerait à pre- 
mière vue qu’ils empéchent le système dans son entièreté d’étre 
ergodique. Bien entendu il n’en est rien. Si nous voulons consi- 
dérer le système dans son ensemble, nous devons nécessaire- 
ment considérer le système comme fini. Alors au bout d'un 
temps suffisamment long nous devons considérer aussi les 
recollisions de particules et les effets des bords que nous pouvons 
négliger dans nos méthodes cinétiques. 

La seconde raison pour laquelle nous estimons que la 
méthode cinétique est plus féconde est qu'elle se préte à des 
généralisations très importantes, Si en effet nous considérons 
un système de particules relativistes interagissant par l’inter- 
médiaire d’un champ, nous devons tenir compte de manière 
explicite des degrés de liberté du champ [13][14][15]. Ici la surface 
ergodique est effectivement infinie! Le temps de récurrence 
de Poincaré est dès lors infini lui aussi. La situation devient 
encore plus difficile du point de vue ergodique si on élimine les 
degrés de liberté du champ. Alors le système n’admet pas 


d’Hamiltonien (si on retient tous les ordres en z) 


Mais bien entendu il reste des équations du mouvement 
qui permettent de définir un opérateur de Liouville et conduisent 
à un état d’équilibre bien déterminé [15]. Les propriétés de tels 
systèmes ne pourront sans doute jamais étre déduites de consi- 
dérations ergodiques. 

Pourtant c’est là un des domaines où nous devons nous 
attendre à trouver des applications particulièrement intéres- 
santes des méthodes statistiques (pour plus de détails voir: 
I. Prigogine I.C.P.A.P., Aix la Chapelle 1964; à publier par 
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North Holland Co, Amsterdam, 1965). Le jeu complexe des 
échanges d’énergie entre les degrés de liberté de la matièfe 
et du champ, l’apparition d’une double échelle de temps liée 
d'une part à l’approche vers l’équilibre de la matière et de l’autre 
à celle du champ introduisent des effects nouveaux inattendus 
dont nous commengons seulement à deviner l’existence. 
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Appendice I 


RENVERSEMENT DU TEMPS ET SCATTERING. 


Nous calculons ici la fonction de distribution des vitesses 
do; 1) à l’instant 2t,, lorsque l’état du système à l’instant & 
est décrit par (3.14), c'est -à-dire pour un système où la vitesse 
des particules a été renversée après qu’elles aient été diffusées 
pendant un temps tr. 

Nous avons, de facon générale: 


(42) dt)= a+) Lv 5% 


exp — ikv(t — t)0x(d; 0+(+5 5) on dt' LZ % 


exp — îho(t' — 1") (K'— R)Vp_k % 


exp— dk'u(t’ — tr)or(Px; tr) +0 (43). 


En tenant compte de (3.14), nous obtenons donc, à l’or- 
dre 42: 


(Aa) 0o(b; 24)) = 00(— d1 0) PRA 0o(— $i 0) + 


À È sa '’ n " d È , " 
+ (+) DI di fia Va exp — tho(t' — 201 + 1") x 


d È A \? tei È rr d 
Xx Rag o d; 0) + +) LE di fia RVk DA Xx 


exp — iku(' — #")(— RVa) 7 


Le troisiime terme de (A.3) est identique à (3.4) et donne 
simplement le résultat (3.10) dans la limite des temps longs, 


eo(— 0) +0(43). 
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pour lesquels on peut utiliser la formule asymptotique bien 
connue (voir réf. 2): 


t v 
(A.3) J, di' J di” expalt'—t") = tnd,(a). 


Quant au deuxième terme de (A.2), il suffit d’effectuer le chan- 
gement de variable 


(A.4) 2 tr pera t' <= t 


pour le mettre sous la forme: 


PMR t i, È Ò 
AE (7) Lfafa Var X 
x expiko(é — t)(— kV) x 7% d; 0) 


qui en utilisant la décomposition: 


bh RANA 4 # 
J f didt” = I) af de 4 I) a” di 
(0) (0) ©) o o o 


et la forme asymptotique (A.3) donne simplement: 





(A.5) Qy3 L00(— d; 0) 


On a donc finalement: 





(4.0) | Gold; 245) = co(— $i 0) — i o(— $; 0) + 
42 "AL? 42 È 2 
ca x I do d; 0) — ct Qo( d; 0) = 00 (— d, 0). 


Appendice II 


ÉTUDE DE L'’OPÉRATEUR DE DESTRUCTION 
DANS UN MODÈLE SIMPLE. 


Nous étudions ici les propriétés du fragment de destruction 
Fo (t; ex (t1)) pour les conditions « initiales » données respecti- 
vement par (6.19) et (6.20). Quoique le calcul puisse se faire 
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par une métliode dépendante du temps tout à fait similaire 
à celle utilisée dans l’appendice I, nous préférons illustrer ici 
la méthode de la résolvante et voir en détail l’influence du ren- 
versement des vitesses sur les proprietes analytiques de la 
fonction Fo (5; ox(ti)). 

A l’ordre le plus bas en 4, nous avons: 


(A.7) Fot; ok(tr)) =} KE <o |dLt| ki — kj > Tie x 
i>j k gij — a 


X 0k-ktoy (P; 1). 


Passant è la limite d’un grand système, nous avons, avec (2.11) 
et (2.15) 


(A.8) Fo(6; ox(tr)) = Ba DI seo LDafe Re pro SUI (dita) 


Nous étudions ce fragment de destruction pour les conditions 
initiales « directe » (6.19) et «inverse » (6.20) données respecti- 
vement par (voir (3.19) pour un calcul semblable): 


A (hi 
(8.9) ou -ssortdit) =—+ fat'exp— Agila — YAV:Dagol00) 


E PESI AR } , 
(A.9) Or-aor (fit) = 7 J exp ikgi;(tr — #)RVxDijoo(—d; 0)di". 
(0) 


En insérant (A.9) dans (A.8), nous obtenons les deux fragments 
de destruction «direct » et «inverse» (nous explicitons les 
vecteurs): 





(A.10) SS DI eun (ta) = LG = so Dij X 
Dako 
x IaskhVi 1a FRVa exp cina ") Dio(p; 1=0) 
(A.10') F5(6; Otrx( (tr)) = Leo 8r 50 Dij X 


I exp di. —I | 4 
x}— |A3kRhRVx RAV GT |Dijoo(- d;it= 0). 
| J 'kgg 0% ikea ani 
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Du point de vue du comportement analytique en è, les 
facteurs importants de (A.10) (A.10’) sont donnés par les tenseurs 
entre crochets; considérons par exemple la composante x x de 
ce tenseur (dans un système d’axe où gijj est dirigé suivant 
l’axe 2): 


(A.I1) FC, om(ta)) = + A3RR,V% x 


I exp = tAgiti — Il 
kxV 
bg ikgij 








les signes (+) et (7) correspondant respectivement au cas 
direct et au cas inverse. 

Nous calculons l’intégrale (A.11) pour le potentiel (6.9); 
dans un système de coordonnées cylindriques, nous ramenons 


x 


facilement cette expression à (v = | &ijl) 








6 na 5 
(A.12) F@2(c; om) = + DE n fi Fauna it 


I exp È» tkut: — I 


* @+% Ev 





qui, pour toute valeur finie de t;, est bien de la forme d’une 
intégrale de Cauchy. 

Pour évaluer cette dernière intégrale, nous posons RUv=% 
et, en prenant £ dans le demi-plan supérieur, nous fermons le 
contour dans le demi-plan inférieur (cas direct) ou dans le demi- 
plan supérieur (cas inverse): par un calcul de résidu élémentaire, 
nous obtenons alors: 

(A.13) F39(%; on(ti) = — SETTE x 





d exp — ut — I 
È (u — C) (Uu — ixv)?2u 











ara wir 324 Vix2 exp dzt si 
(A.13 ) Bar 0, (41) 303 (î + inv)? (£ da ixv)?L 
ii lo exp ut — I I | 
— ET + im(€ — im)? du (u—t)(U+ ixv)4 ni). 








TEMPS ET IRRÉVERSIBILITÉ EN PHYSIQUE STATISTIQUE 399 


On vérifie facilement, en accord avec les théorèmes généraux 
énoncés dans le texte, que ces deux fonctions sont analytiques 
dans le demi-plan supérieur et y tendent vers zéro comme 07! 
pour les grandes valeurs de é. Mais on constate aussi que les 
prolongements analytiques de ces fonctions dans le demi-plan 
inférieur (définis par (A.8) et (A.9) avec $ ES-) ont un compor- 
tement entièrement différent. En effet, il est facile de voir que 
les seules singularités du fragment de destruction direct (A.3) 
sont des pòles situés à une distance (xv)- de l’axe réel; par 
inversion de Laplace, on en déduit immédiatement que: 


(A.14) Fit; owg(t)) — 0 pour t> (20) 


c’est-à-dire pour des temps plus grands que la durée de collision 
entre les particules. 

Par contre, le fragment de destruction inverse (A.13') se 
compose de termes dont le comportement est tout différent: 


a) le premier terme de (A.13') possède une singularité 
essentielle à l’infini dans le demi-plan inférieur, du type exp-iCh,. 

b) le second terme possède un pòle à l'origine $ = 0, 
en plus de pòles en f = + 1xv. 





c) enfin le troisigme terms se comporte comme (A.13) 
et donne lui aussi une contribution négligeable pour des temps 
grands par rapport au temps de collision. 


- Il faudra effectuer l’inversion de Laplace 


(A.15) FIN om) = e d diexp — ittFi!(Cow(ta) 
c 


avec beaucoup de soin. En effet, d’habitude, nous pouvons 
supposer que: 


(A.16) Fit; dan(ta)) + 5, > 0 a=1 


à la fois dans le demi-plan supérieur (ce qui est une propriété 
exacte des intégrales de Cauchy) et dans le demi-plan inférieur; 
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dans ce cas, nous pouvons compléter le contour C par un demi- 
cercle dans S- et évaluer (A.10) pour résidus. 

Dans le cas (A.13’) nous pouvons toujours procéder de cette 
facons pour le 2ème et le 3ème terme (qui donne des contri- 
butions négligeables dés que #> (xv)-1) mais pour le premier 
terme, nous devrons fermer: 


a) sott dans le demi-plan supérieur si tx <t< 2t;: (fig. A). 


b) soit dans le demi-plan inférieur si 2t,<t: (fig. B) 


i <E=Z2H tr <t 
A) B) 


Contours d'integration 


Nous obtenons alors, à des termes négligeables pour £> (xv) 





n 32n4Vix2 1 


(7, Rei 
(A.17) Fis(t; ow(t: 303 i(ko): 


tr<t<2t; 


(A.18) Ft, om(ti)) = 0 2h <t 


Nous voyoris donc, en accord avec la théorie générale discutée 
dans le texte, qu’en inversant les vitesses dans un système 
qui évolue suivant un processus « boltzmannien », nous pouvons, 
pendant un temps # arbitrairement long, obtenir une évo- 
lution pour laquelle le fragment de destruction de l’équa- 
tion cinétique (5.9) n’est pas négligeable et telle que le 
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système s’écarte temporairement de l’équilibre thermodyna- 
mique. 

Les calculs de cet appendice suggèrent une dernière re- 
marque importante: nous avons signalé, dans l’exposé, qu’une 
condition suffisante pour obtenir un comportement irréversible 
était que les molécules qui allaient interagir les uns avec les 
autres n’étaient corrélées que sur une portée finie L. Cette pro- 
priété est bien confirmée ici: en effet, il est clair qu'avec l’état 
initial direct (A. 9), il suffit de prendre un temps #r suffisamment 
long pour que les molécules ? et j soient corrélées sur des distan- 
ces aussi grandes que l’on veut; pourtant, par la fagon méme 
dont ces corrélations ont été préparées, il est clair que ces mo- 
lécules 7 et j s'éloignent de plus en plus, dans le cas direct, l’une 
de l’autre au fur et è mesure que le temps tr croît: elles vont 
‘donc s’ignorer totalement et, comme nous le montre la formule 
(A.14), elles ne contribuent pas au fragment de destruction. 
Au contraire, quand on renverse les vitesses, on « focalise » 
les molécules de telle sorte qu’elles puissent interagir les unes 
avec les autres pendant le temps t:: dans ce cas, il n'y a pas 
d’approche vers l’équilibre. 


Appendice III. 


RENVERSEMENT DU TEMPS 
EN MÉCANIQUE QUANTIQUE. 


On sait que l’évolution d’un système quantique est entiè- 
rement déterminée par l’équation de von Neumann (voir réf. 2, 
Prigogine, chapitre XIII). En représentation d’interaction, 
cette équation s'écrit: 


(A.19) i ho; 0 = [V(2), eil 
où nous avons considéré un Hamiltonien du type (3.1) et où 
(A.20) V(6) = ciguVetiBo. 


26 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 


TT (EA 
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Si nous explicitons cette équation dans la représentation des 
ondes planes, nous obtenons: 


(A.21)  ihà<klolk'>=Y <kVO|8"><k" [dt > 
A 


— <Flolk' ><k"|V(0|k' > 


avec 
in?k% _ dr 
(A.22) <RIV()jR'>=e 2 <kVia'>e n 


Il est très utile, pour effectuer des calculs explicites, de mettre 
cette équation sous une forme plus proche de l’équation de 
Liouville (2.14). A cet effet, nous utilisons le changement de 
variables (6.25) et la notation (6.27); après quelques calculs 
élémentaires, nous obtenons: 





itkP nl 0 nd 
(A.23) i0ox(P;t) = $ de m Vi ds oP — e 2 9P) % 
7 


__ d&-1)P 
X e m_ 08-(P;d). 


Dans cette formule, noux avons utilisé la propriété bien 
connue de l’opérateur de déplacement fini: 


(A.24) ed {(4)={+0). 


On voit immédiatemente l’intérét qu'il y a è écrire l’équa- 
tion de von Neumann sous la forme (A.23); dans beaucoup 
de problèmes, la similitude formelle entre (A.23) et (2.14) 
permettra d’étendre sans difficultés les méthodes que nous 
avons développées dans le cas classique au problème quantique 
correspondant; en outre, dans la limite f +0, on retrouve im- 
médiatement l’expression classique. 

En particulier, on voit immédiatement que l’équation 
(A.23) est invariante dans la transformation: 


(A.25) t>_-t, Pip 


ainsi que nous l’avons indiqué dans le texte. 
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Finalement, il est intéressant de noter que l’invariance de 
l’équation (A.23) par rapport à la transformation (A.25) est 
entiètrement équivalente è la formulation usuelle du «time- 
reversal » sur l’équation de Schròdinger [12]. En effet, on dé- 
montre facilement que l’équation de Schròdinger four la fonc- 
tion d’onde ‘Pr; 1): 


(A.26) iho Pv; t) = B'P(1;1) 
est invariante par rapport à l’opération de renversement du 


temps plus conjugaison complexe, pourvu que l’Hamiltonien 
soit réel (ce qui est le cas que nous avons considéré ici): 


(A:27) t> tt, Py P* 
On .a donc: 
(A.28) th P*(r, — = HYP*(r,—-1) 


Si on se rappelle que, pour un cas pur, la matrice densité en 
représentation des positions s'écrit: 


(A.29) 0041 

l’équation de von Neumann (A. 19) devient (en représentation 
ordinaire) 

(A.30) thoo(r,r';1) = H(Mo(r,r';t) — H(r)e(r,r';d) 

Cette dernière expression est également invariante vis-à-vis de 


la transformation renversement du temps-conjugaison complexe 
c'est-à-dire 


(A.31) ihò0(r v'; 1) = H(no(r,r;1) — HW)o(r,r;1) 
où nous avons posé: 
(A.32) or; =o*(rr;—- 1) 


Pour démontrer l’équivalence entre (A.25) et (A.27), il suffit 
de vérifier que les transformations (A.32). et (6.27) sont iden- 
tiques. Pour démontrer cette propriété, nous transformons 









sa 
po 
e 
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(A. 32) dans la représentation des ondes planes et nous obtenons 
aisément: 


(A.33) Ch Id) =<— Elod— #)* 

Il suffit de se rappeler que pour un cas pur: 

(A.34) Cklo|&R') = <ARP) PA) 

pour vérifier imMédiatement que (A.33) peut s’écrire: 
(A35) © CRlal#)=<-# lol) 

ou encore 

(A.36) BP; 6) = ox(— P;— 1) 


ce qu'il fallait démontrer. 








GIOVANNI ZIN 


Sui fondamenti della meccanica statistica. 


Riassunto. — Vedi Introduzione. 


$ I. — INTRODUZIONE. 


I fondamenti della Meccanica Statistica costituiscono argo- 
mento troppo vasto perchè io possa parlarne adeguatamente 
nel breve lasso di tempo concessomi. Mi trovo pertanto costretto 
a limitare il campo delle mie considerazioni. 

Anzitutto non mi oceuperò dell'aspetto quantistico della 
Meccanica Statistica, ma soltanto dell’aspetto classico. E tra 
i fondamenti classici mi limiterò a trattare del problema ergo- 
dico, che è il primo grande problema che si pone nella costru- 
zione della Meccanica Statistica. Tuttavia anche la trattazione 
del problema ergodico può al giorno d’oggi essere svolta secondo 
diversi punti di vista [1]). Ma dato il carattere della presente 
conferenza, che viene ad inserirsi nelle manifestazioni in onore 
di Lagrange, io illustrerò quel particolare aspetto del problema 
ergodico in cui i sistemi della Meccanica Statistica vengono 
considerati come sistemi meccanici e in cui l’obiettivo, reale 
o illusorio che esso sia, consiste nell’innestare la Meccanica 
Statistica classica sulle basi stesse della Meccanica Razionale. 
Perciò il concetto di « probabilità » sarà escluso dalle mie con- 
siderazioni. 


s 
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$ 2. — Lo SPAZIO DELLE FASI. 


Vogliamo brevemente richiamare la rappresentazione ma- 
tematica dei sistemi considerati dalla Meccanica Statistica. 

Secondo la Fisica classica il numero f dei gradi di libertà 
di una molecola è 3 se essa è monoatomica, 5 se biatomica, 


POR CARI Didi 
monoatomica 3 3N 
biatomica 5 5N 
poliatomica 6 6N 


6 se poliatomica. Ciò significa che per rappresentare la posi- 
zione nello spazio di una molecola monoatomica, assimilabile 
a un punto materiale, occorrono 3 coordinate, ne occorrono 5 
per rappresentare la posizione e la disposizione nello spazio di 
una molecola biatomica, ne occorrono 6 per una poliatomica. 

Pertanto il numero n di coordinate 9g; che si richiedono 
per rappresentare la configurazione nello spazio di un gas 
costituito da N molecole omogenee è 3N se il gas è mono- 
atomico, 5N se biatomico, 6 se poliatomico. 

Le coordinate Yi (è = I, 2, ..., n) possono essere scelte nel 
modo più generale possibile, possono cioè essere coordinate 
lagrangiane. Se volessimo rappresentare a un certo istante # 
non solo la configurazione del gas, ma anche il suo stato di 
moto, dovremmo dare oltre che le n coordinate gi anche le 
loro n derivate rispetto al tempo gi (velocità lagrangiane). 

Tuttavia se la rappresentazione dei sistemi venisse fatta 
mediante le coordinate e velocità lagrangiane, lo sviluppo 
della M. S. diventerebbe troppo complicato dal punto di vista 
analitico. 

Per rappresentare i sistemi meccanici si preferisce invece 
far ricorso alle coordinate canoniche, cioè alle coordinate lagran- 
giane gi e ai momenti coniugati pi, così definiti 
Mer15 
= 





di 


essendo 7 l’energia cinetica del sistema. 
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Lo stato geometrico e cinematico di un sistema a un certo 
istante £ è perciò rappresentabile mediante un punto. di uno 
spazio euclideo a 2n dimensioni, lo spazio delle n coordinate 
lagrangiane gi e degli n momenti coniugati $;, cioè delle 2n 
coordinate canoniche. È tale spazio che prende il nome di 
spazio delle fasi. 

Un punto di esso si chiama una fase. Una porzione 7 di esso 
ha il volume 


Jc: sie dan dpr +. dfn 


che prende anche il nome di estensione in fase. 

È immediato verificare che il prodotto f;gi ha le dimen- 
sioni fisiche di un’azione e che quindi l’estensione in fase ha 
le dimensioni della potenza n-esima di un'azione. Al fluire 
del tempo, per il continuo agitarsi delle molecole, il sistema 
considerato evolve. Il punto rappresentativo del sistema de- 
scrive una traiettoria nello spazio delle fasi. È tale traiettoria 
che descrive l’evoluzione del sistema. 

In Meccanica Statistica quando si vuole studiare un certo 
sistema, si usa pensare a tante copie, a un numero infinito di 
copie del sistema in esame. Tali copie si intendono della stessa 
natura dell’originale, cioè esse sono uguali all’originale sia per 
quanto riguarda il numero delle molecole, sia per quanto riguarda 
la quantità delle molecole, sia per quanto riguarda il recipiente 
etc. Differiscono invece (a uno stesso istante) dall’originale per le 
posizioni delle molecole nello spazio e per la velocità delle 
molecole. Pertanto a uno stesso istante # queste infinite copie sono 
rappresentate nello spazio delle fasi da infiniti punti, la cui distri- 
buzione nello spazio delle fasi è definita da una certa funzione 
0(di, Pi, 1) detta densità in fase. L’insieme dei punti rappresen- 
tativi ora considerati va sotto il nome di insieme statistico. 


$ 3. — PROPRIETÀ DELLO SPAZIO DELLE FASI. 


I sistemi di cui si occupa la Meccanica Statistica non 
sono necessariamente costituiti da gas di molecole, ma il suo 
oggetto è ben più vasto. Ciò che in Meccanica Statistica clas- 
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sica si richiede, si è che i sistemi fisici considerati ubbidiscano 
alle equazioni di Hamilton 


SS 0 
Gi= di Di = da; 








con H non dipendente esplicitamente dal tempo. 
Per tali sistemi sussistono due importantissime proprietà: 


1) Un teorema (detto di Liouville) il quale assicura 
l'invarianza nel tempo dell’estensione in fase. 

Si consideri cioè nello spazio delle fasi all’istante # una 
porzione V; tutta riempita di punti rappresentativi. Tali punti 
vengono all'istante #" ad occupare un’altra porzione Vy dello 
spazio delle fasi. Ora il detto teorema asserisce che i volumi 
di V; e di Vy sono uguali (conservazione della misura nel tempo): . 


m(Vi = m(Vi) . 


Il numero N dei punti rappresentativi contenuti in V,; 
è uguale al numero N’ dei punti rappresentativi contenuti 


’ 





in Vy. Perciò la densità è uguale alla densità 


N N 
m(Vi) m(Vy) 
La densità dei punti rappresentativi resta così costante lungo 
una traiettoria. È per tale motivo che tale teorema viene anche 
chiamato, secondo Gibbs [2], principio della conservazione 
della densità in fase. 


2) L'invarianza dell'estensione in fase rispetto a una 
trasformazione di coordinate canoniche. 

Si rappresenti un sistema. fisico in due differenti spazi 
delle fasi, lo spazio delle vecchie coordinate canoniche ($i, %i) 
e lo spazio delle nuove coordinate canoniche (P;, 0;). Ad ogni 
punto dello spazio ($i, gi) corrisponde un punto dello spazio 
(Pi, Q:) la corrispondenza essendo definita in modo che i due 
punti (fi, gi) € (Pi, Q;) definiscano lo stesso stato del sistema 
fisico in oggetto. Allora se si scelgono nei due differenti spazi 
due porzioni corrispondenti v e V, i volumi di esse sono uguali: 


m(v = m(V). 
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L'importanza di tale proprietà risalterebbe ancor più se 
si considerassero le cose anche da un punto di vista quanti- 
stico. Si è detto infatti che l'estensione in fase ha le dimensioni 
fisiche della potenza di un’azione. Ora un’azione è sempre un 
multiplo intero del quanto elementare 4% di Planck. 


$ Va A EQUILIBRIO DEGLI INSIEMI STATISTICI 
NELLO SPAZIO DELLE FASI. 


I sistemi di cui tratta la Meccanica Statistica sono con- 
servativi (la funzione H non dipende esplicitamente dal tempo). 
Perciò il punto rappresentativo di un sistema descrive nello 
spazio delle fasi una traiettoria appartenente totalmente alla 
superficie 

H(di, gi) = costante . 


Un insieme statistico si dice in equilibrio statistico quando 


la densità 0 è indipendente dal tempo, cioè quando è Si 30: 


dt 
Ora, dal principio di conservazione della densità di fase, si 
de 
ha 3 RR 0, cioè 





sla) 
so + 


e quindi 





rs OH _ do Di 
dira: Odi dgi di di, S 


È ora evidente che per un insieme statistico in cui sia 


e= f(H) 


la precedente fornisce - = 0. Cioè l’insieme è in equilibrio 
statistico. 
Fra gli insiemi in equilibrio statistico tre sono i più note- 
voli [3]: 
a) l’insieme uniforme, definito dalla condizione @ = co- 
stante. Esso presenta scarso interesse, quantunque esso serva 


iis 
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a dimostrare che se l’insieme statistico parte da una distri- 
buzione a densità costante, esso conserva la distribuzione a 
densità costante. Non esistono cioè nello spazio delle fasi re- 
gioni di preferenza in cui i punti si addensino maggiormente 
che in altre regioni. 


b) l'insieme microcanonico: la densità 0 è nulla in tutto 
lo spazio delle fasi salvo che in un sottilissimo strato in cui 
l'energia H(f;, g;) del sistema è compresa fra u—de + ò, 
dove assume un valore (positivo) costante. Precisamente si ha: 

0(Pi,' gi) = costante positiva quando è u — dè =H(pi, 9;) = 
=u+ò, 

o(di, di) = 0 quando è H(pi, 9i) < v — è oppure H (pi, gi) > 
>u+òd; 

c) l'insieme canonico, introdotto da Gibbs e definito 
dalla relazione 

Y-H 


Di=>Ne 30 


dove N, y e @ sono opportune costanti. 


$ SEE EQUILIBRIO STATISTICO DEI SISTEMI FISICI. 


I. - Precedentemente si è trattato dell’equilibrio stati- 
stico degli insiemi statistici. Ora si tratterà dell'equilibrio sta- 
tistico dei sistemi fisici che costituiscono l'oggetto della Mec- 
canica Statistica (ad es. l’equilibrio statistico di un gas di 
molecole). Di un sistema in equilibrio, Boltzmann ha dato 
due definizioni [4]. Una definizione, che viene chiamata la 
seconda [5], è la seguente: 

« Die Gleichgewichtseigenschaften eines Systems sind die 
liber eine unendlich lange Zeit gebildeten Mittelwerte der 
betreffenden Eigenschaften ». 

Lo studio dei sistemi in equilibrio ha pertanto come con- 
seguenza la considerazione delle medie temporali delle gran- 
dezze (bi, gi) dipendenti dallo stato del sistema. Secondo 
l'intuizione del fisico è l’esistenza delle medie temporali che 
caratterizza l’equilibrio statistico di un sistema. 
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AI fluire del tempo, il punto rappresentativo del sistema 
descrive una traiettoria nello spazio delle fasi. D'ora innanzi 
si userà il simbolo x per indicare le 2n coordinate canoniche 
di, 9i che individuano lo stato del sistema all'istante #, si scri- 
verà X per indicare le coordinate canoniche relative allo stato 
del sistema all’istante f, si indicherà con 7T* la legge di evo- 
luzione del sistema, ossia la legge del moto del punto rappre- 
sentativo nello spazio delle fasi: 


RSA TIRSZZIORE 


La media temporale È di una funzione f(x) durante il moto 
è così definita: 


(*) f= lim — 


to t- to 





J {(T*X)dt 


Le proprietà matematiche delle medie di una funzione 
{(t) della sola variabile # costituiscono l'oggetto di vari teoremi 
[6], [7]. Qui ci si limiterà a ricordarne uno, dovuto a N. Wiener, 


valido per la media {(t) definita simmetricamente: 


zia | Nas: 


t>++0 2T Ji-c 
DE; 
a) {(t) € L{a, b) in ogni intervallo [a, 6] finito, 
b) {(t) è limitata almeno da una parte, vale a dire se 
si ha: 
jt)h=m TENDE — o<t<+ 0 


fù)=M per ="0 <t<+ 0 


c) f(0) esiste 


allora 


{(t) esiste per ogni £ 


f(t) = f(0) = costante. 
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2. — Nella Meccanica Statistica il calcolo di una media tem- 
porale } presuppone la conoscenza della legge del moto 7? 
del sistema fisico in oggetto, cioè presuppone l’integrazione 
del sistema di equazioni differenziali che ne reggono il com- 
portamento. Ora tale integrazione; a motivo del numero enorme 
di particelle che costituiscono i sistemi considerati in Mecca- 
nica Statistica, è praticamente impossibile. 

Esistono invece altre medie di calcolo molto più sem- 
plice, quali la media di fase, introdotta da Maxwell e chia- 
mata da Gibbs media microcanonica, e la media canonica, 
introdotta da Gibbs. Qui ci si limiterà a considerare soltanto 
la prima. Nello spazio delle fasi sia Ss[u] uno strato di spes- 
sore 2ò racchiudente nel suo interno la superficie H it 
sulla quale l’energia ha il valore costante v. Più precisamente 
Ss[u] sia l'insieme dei punti x dello spazio delle fasi così definito: 


Sslu]}= {x :|/H@) — =. 
Sia mSs[u] la misura dello strato Ss[u]. Allora la media 


di fase f di una funzione f(x) definita in Ss[u] ed ivi integrabile 
è così definita: 


{(x)dm 
(4) j=> lim Je: 


8-0 m(Sslu]) 





Se H(x) è di tale natura che le superfici H (x) = costante 
possano essere assunte come costituenti una famiglia di super- 
fici coordinate, come è il caso per le funzioni quadratiche 
dell'energia che si presentano nei problemi fisici, allora il limite 
precedente può essere valutato e si ha: 


a {()4S 
ee Q(u) ] grad H 
H=u 





essendosi posto 
dS i OH \2 
0 = | Fear adH- Î 25) 
H=u 


ed essendo dS l’area dell’elemento della superficie H = w. 
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$ 6. — IL PROBLEMA ERGODICO. 


Come abbiamo visto le funzioni f di cui in Meccanica 
Statistica si intende calcolare la media sono funzioni dello 
stato x del sistema, cioè di tutte le coordinate canoniche. 
Per calcolare la media temporale Î si integra la funzione f nel- 
l'insieme di stati che vengono via via assunti dal sistema du- 
rante la sua evoluzione nel tempo. Evidentemente tali stati, 
trattandosi di un sistema conservativo, corrispondono tutti 
allo stesso valore u dell'energia del sistema. Invece, per il cal- 
colo della media microcanonica f, la funzione f(x) viene inte- 
grata sulla superficie H = v, cioè nell’insieme di tutti gli stati 
che il sistema può assumere compatibilmente con la condi- 
zione H(x) =. Ora nella Meccanica Statistica la difficoltà 
menzionata al $ 5, n. 2 e relativa al calcolo della media tem- 
porale viene superata assumendo questa uguale alla media 
microcanonica 


(4) f=}. 


In tale assunto consiste l'essenza stessa della Meccanica 
Statistica. Ma evidentemente esso pone un'enorme questione, 
relativa alla sua legittimità. In ciò consiste il problema ergodico. 

Si apre così una speculazione scientifica che iniziata da 
Boltzmann (1871) e da Maxwell (1873) non è ancora conclusa. 
In tale speculazione io penso di ravvisare quattro fasi relative 
all'evoluzione subita dal problema ergodico nel suo processo 
storico, evoluzione in buona parte determinata dal progresso 
continuo e parallelo delle scienze matematiche in genere. 


$ #7. — LA PRIMA VERSIONE DEL PROBLEMA ERGODICO. 
L'IPOTESI ERGODICA. 


Più dello scritto di Boltzmann [8], in cui affiora per la 
prima volta il problema ergodico, è interessante quello di 
Maxwell [9], per il complesso delle argomentazioni di ordine 
fisico con le quali egli tende, se non a giustificare, almeno a 


ti “Sa 
pi 
ve 

he: 
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rendere plausibile quella che fu poi chiamata l'ipotesi ergo- 
dica. Ecco la traduzione del passo maxwelliano in questione: 

«Il semplice assunto che è necessario per la dimostra- 
zione diretta (della legge di Boltzmann) è che il sistema, se 
lasciato libero nel suo stato reale di moto, passerà, tosto o 
tardi, per ogni fase compatibile con l’equazione dell’energia. 

Ora è manifesto che vi sono casi in cui ciò non ha luogo. 
Il moto di un sistema, non soggetto a forze esterne, soddisfa 
ad altre sei equazioni, oltre all’equazione dell’energia (3), 
cosicchè il sistema non può passare per quelle fasi che, quan- 
tunque soddisfacenti all’equazione dell’energia, non soddisfano 
alle altre sei equazioni. 

Ancora, possonvi essere particolari leggi di forza, come 
per esempio quella secondo cui le particelle interagiscono fra 
loro con forze proporzionali alla loro distanza, per le quali 
l'intero moto ripete sè stesso dopo ‘un tempo finito. In tali 
casi un valore particolare di una variabile corrisponde a un 
particolare valore di ciascuna delle altre variabili, cosicchè 
fasi formate da sistemi di valori delle variabili che non si cor- 
spondono non possono presentarsi, anche se esse soddisfano 
alle sette equazioni generali. 

Ma se noi supponiamo che le particelle materiali, o alcune 
di esse, incontrino di quando in quando un ostacolo fisso, come 
le pareti di un vaso contenente le particelle, allora, eccetto 
per speciali forme della superficie di questo ostacolo, ogni 
incontro introdurrà una perturbazione nel moto del sistema, 
cosicchè esso passerà da una traiettoria. non perturbata ad 
un'altra. Le due traiettorie devono entrambe soddisfare al- 
l'equazione dell'energia, ed esse devono intersecarsi nella fase 
per la quale le condizioni dell’urto contro l’ostacolo fisso sono 
soddisfatte, ma esse non sono soggette alle equazioni della 
quantità di moto. È ben difficile in un caso di una tale estrema 


(1) Cioè alle tre equazioni cartesiane che esprimono la conserva- 
zione della quantità di moto del sistema e alle tre equazioni cartesiane 
relative alla conservazione del momento della quantità di moto. 
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complessità pervenire a una conclusione soddisfacente in gene- 
rale, tuttavia noi possiamo con considerevole fiducia asserire 
che eccetto per particolari forme della superficie dell'ostacolo 
fisso, il sistema passerà, tosto o tardi, dopo un sufficiente 
numero di urti, attraverso ogni fase compatibile con l’equa- 
zione dell’energia ». 

Così scriveva Maxwell nel 1873. All’ipotesi che il punto 
rappresentativo del sistema passi per ogni fase compatibile 
con l'equazione dell’energia si è dato il nome di ipotesi ergodica. 
Mediante tale ipotesi e mediante alcune considerazioni sui 
tempi di soggiorno del punto rappresentativo nelle cellette 
elementari dello spazio delle fasi (in tali considerazioni si ricor- 
reva al teorema di Liouville), si mirava a giustificare l’ugua- 
glianza delle medie temporali con le medie di fase. 


$ 8. —- LA SECONDA VERSIONE. L'IPOTESI QUASI ERGODICA. 


I. — Sulla superficie H = costante il punto rappresen- 
tativo del sistema descrive una curva continua, priva di punti 
multipli, a causa dei teoremi di esistenza e di unicità degli 
integrali delle equazioni di Hamilton. Ora l’ipotesi ergodica 
pretende che una siffatta curva copra tutti i punti della super- 
ficie H = costante. 

Al giorno d’oggi qualunque analista si rende immediata- 
mente conto dell’assurdità di una tale ipotesi. Ma non bisogna 
dimenticare l’epoca in cui essa è stata formulata. La teoria 
della misura non era allora ancora nata, in quanto che essa 
comincia a svilupparsi soltanto agli albori di questo secolo, 
con l’avvento dell’integrale di Lebesgue. Quantunque l’ipotesi 
ergodica, ancor prima di essere definitivamente abbandonata, 
avesse dato luogo a qualche riserva, è soltanto nel 1913, per 
merito di Rosenthal [10] e di Plancherel [11], che si riesce a 
dimostrarne l’assurdità con procedimenti matematici rigorosi, 
fondati sulla teoria della misura. 

Ecco allora i fisici ripiegare su un’altra ‘ipotesi, l’ipotesi 
quasi ergodica, che era stata avanzata già qualche tempo prima 
(tg1I1) da P. e T. Ehrenfest nel loro famoso articolo dell’Enzy- 
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klopàdie der mathematischen Wissenschaften [12]. Secondo tale 
ipotesi si ammette che sulla superficie H = costante il punto 
rappresentativo di un sistema passi, in un futuro più o meno 
lontano, vicino quanto si vuole ad ogni punto prefissato, senza 
necessariamente attraversarlo. 


2. — Con l'interessamento di alcuni eminenti matematici 
e di illustri fisici teorici per i fondamenti della Meccanica Sta- 
tistica viene sempre più maturando l’esigenza di porre la Mec- 
canica Statistica su solide basi razionali e di approfondire mag- 
giormente lo studio dei sistemi fisici che ne costituiscono l’og- 
getto. Sono essi quasi ergodici ? 

Una risposta a tale questione è venuta da parte di Fermi, 
il quale è riuscito a dimostrare la quasi-ergodicità dei sistemi 
canonici normali [13]. Per avere un’idea di cosa sia un sistema 
canonico normale, si pensi ad es. al problema ridotto dei tre 
corpi, già considerato dal Poincaré nella sua famosa opera 
«Les méthodes nouvelles de la Mécanique celeste » [14]. 
i Tuttavia gli studiosi sembrano discordi sul valore del 
teorema di Fermi. Così Miinster nel suo articolo in « Hand- 
buch der Physik » dà ampio rilievo al teorema di Fermi e ne 
riporta gran parte della dimostrazione [5]. Invece nel corso 
tenuto recentemente a Varenna da Truesdell [15] il teorema ‘ 
di Fermi è appena degnato di una citazione a piè di pagina. 

Indubbiamente la formulazione e la dimostrazione del teo- 
rema di Fermi sono legate ai metodi introdotti dal Poincaré per 
lo studio dei problemi della dinamica analitica, metodi da lui 
illustrati nell’opera citata e sui quali ritorneremo verso la fine di 
questa conferenza, mostrando come essi siano insufficienti a ri- 
spondere alle grandiose esigenze poste dal problema ergodico. 


$ 9g. — LA TERZA VERSIONE. 
L’IPOTESI DELLA TRANSITIVITÀ METRICA. 


I. — Intorno al 1931-1932 il problema ergodico subì una 
ulteriore evoluzione, per merito soprattutto di Birkhoff (teo- 
rema ergodico individuale) [16] e di von Neumann (teorema 
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ergodico medio) [17]. Si troverà nell'opera classica di Hopf [18], 
con una bibliografia molto completa fino al 1937, un’'espo- 
sizione molto particolareggiata del capitolo matematico. che 
ne è scaturito e che, secondo taluni, è considerato una delle 
più importanti acquisizioni delle matematiche pure di questi 
ultimi decenni. 

Allo scopo di illustrare l'interesse che il teorema di Birk- 
hoff riveste per la Meccanica Statistica, premettiamo alcune 
osservazioni. 

Sia © un intervallo di tempo. Si osservi che per le equa- 
zioni di Hamilton sussistono teoremi di esistenza ed unicità. 
Ne viene che se all’istante # il sistema fisico si trova in uno 
stato rappresentato dal punto X dello spazio delle fasi, al- 
l'istante t + 7 esso si trova in uno stato rappresentato dal 
punto x = T*X dello spazio delle fasi. In tal modo è possibile 
far corrispondere ad ogni punto X un punto x dello spazio 
delle fasi in modo biunivoco. Si ottengono così tante trasfor- 
mazioni dello spazio delle fasi in sè stesso, ogni trasformazione 
corrispondendo ad un particolare valore del parametro 7. Tali 
trasformazioni costituiscono evidentemente un gruppo abeliano 


T(TWX) =T'(TVX). 


Un'altra notevole proprietà di tali trasformazioni è quella di 
conservare la misura, in conseguenza del teorema di Liouville. 
Ciò premesso risulta chiaro il significato che per la Meccanica 
Statistica riveste il seguente teorema individuale di Birkhoff. 
Sia: 
1) (7° S, x) uno spazio di probabilità (?); 
2) G un gruppo abeliano di trasformazioni 7* di I" in 
sè stesso conservanti la misura: 


u(T'A) = (A) per ogni A € S e per ogni 


(2) Non esiste alcuna contraddizione con quanto dichiarato nel- 
l'introduzione; che qui si parli di « probabilità» è circostanza puramente 
fortuita, dovuta all’uso da parte dei matematici puri del termine «pro- 
babilità » anche là ove si tratta soltanto di teoria della misura. 


27 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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e soddisfacenti alla condizione di regolarità seguente: u(A4 N T‘B) 
è una funzione misurabile di per ogni A e B; 


3) #(X) una funzione a valori reali o complessi su 7° 
e integrabile rispetto alla misura w: {(X) E L(I). 


Allora la media temporale Ì (calcolata lungo la traiettoria 
T'X determinata da un punto X) esiste, salvo forse al più per 
un insieme di punti X di misura nulla. In generale dipende 
da X; si ha feL(M) e 


i Al + J Nest ossia iti 


Se il gruppo abeliano G possiede la transitività metrica 
(vale a dire se gli insiemi invarianti rispetto alla trasformazione 
I1* hanno tutti per misura 0 o 1), la media temporale ha lo 
stesso valore per tutte le traiettorie 7*X (per quasi ogni X) 
e questo valore indipendente da X è uguale alla media di fase: 

î=f. 

Appare così un nuovo concetto, quello della transitività 
metrica. 

Detto in parole più semplici e con riferimento alla Mecca- 
nica Statistica, il gruppo delle trasformazioni 7! operanti sui 
punti rappresentativi situati sulla superficie H = costante gode . 
della transitività metrica quando non è possibile scomporre la 
superficie in due parti (ciascuna dotata di misura non nulla) 
costituite ciascuna da traiettorie complete. 

Tale concetto, al suo apparire, ha suscitato ricerche anche 
nel campo delle matematiche pure, allo scopo di stabilire se 
esso era accettabile o autocontradditorio, come già accaduto 
per la primitiva ipotesi ergodica. Va qui ricordata una ricerca 
di Oxtoby e Uelam [19], i quali hanno dimostrato la. possi- 
bilità della transitività metrica su una certa classe di superfici 
poliedriche. 

Qui ci limitiamo ad osservare come la transitività metrica 
sia non solo sufficiente ma anche necessaria affinchè sia =} 
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per qualunque /(X)€L(/). Si supponga infatti che l’insieme 
I° possa scomporsi in due insiemi JI" e 7 di misura a e d rispet- 


tivamente (4 + 0, d # 0), essendo I e I° entrambi invarianti 
rispetto alla trasformazione 7°: 


ECCO RETI ASL 
Sia a(X) una funzione definita in JI" nel seguente modo: 
dI) sa a()— 0a 1: 


Allora, poichè tanto I" quanto I constano di traiettorie 
complete, si ha: 





&X)=1 (XET,) 
&X)=0 per) 

CE fam i, Jin CE 

a mI) —a+d a+ 


d’onde la necessità della transitività metrica affinchè sia } = f 
per ogni fE L(I). 

2. Qualche autore nel trattare del contributo di Birk- 
hoff e di von Neumann allo studio del problema ergodico usa 
l’espressione di risoluzione del problema ergodico. 

Ora l’uso di espressioni non appropriate ha il solo risul- 
tato di creare confusione di idee. Il grande merito dei predetti 
Autori consiste nello studio analitico da essi compiuto del pro- 
blema ergodico, nelle relazioni matematiche che hanno sta- 
bilite, nei concetti matematici nuovi da essi inventati, cioè 
nell'aver creato un felice strumento matematico particolar- 
mente adatto per l’analisi di alcuni aspetti del problema ergo- 
dico. In seguito ai loro studi il problema ergodico entra in 
una nuova fase. Secondo un'affermazione di Birkhoff e Koop- 
man [20]: «l’ipotesi quasi ergodica è stata sostituita dalla sua 
versione moderna: l'ipotesi della transitività metrica ». 


3. E qui allora il problema ergodico risorge nella se- 
guente forma: Per i sistemi della Meccanica Statistica vale 
l'ipotesi della transitività metrica ? 


420 : GIOVANNI ZIN 


Qui ci limiteremo a illustrare alcune difficoltà. 


a) Si supponga che accanto all’integrale dell’energia 
esista un altro integrale del moto G(x) = v, integrale che ovvia- 
mente si suppone indipendente da quello dell'energia e che 
può anche essere del tutto sconosciuto. In tal caso i punti 
della superficie H(x) = « (u e v costanti) possono essere divisi 
in due insiemi Ty e I formati il primo dalle traiettorie in cui 
è G(x) <a, il secondo dalle traiettorie in cui è G(x) = a. L’esi- 
stenza, nota o no, di un altro integrale primo del moto oltre 
a quello dell'energia fa cadere l'ipotesi della transitività me- 
trica e toglie quindi la certezza dell’uguaglianza delle medie 
temporali con le medie di fase. L'’unicità dell’integrale del- 
l'energia si presenta come condizione necessaria per la validità 
dell’ipotesi della transitività metrica. 


b) Ma anche se si sapesse che oltre all’integrale del- 
l'energia non esistono altri integrali primi del moto, l'ipotesi 
della transitività metrica sarebbe essa soddisfatta ? 


4. — È del tutto naturale che di fronte alle immani diffi- 
coltà che sempre si paravano dinnanzi nonostante la crescente 
complessità dei metodi matematici rivolti allo studio del pro- 
blema ergodico alcuni insigni fisici, quali il Tolman [3] e il 
Fowler [21] siano insorti, propugnando l’idea che le basi assio- 
matiche della Meccanica Statistica debbano essere completa- 
mente indipendenti dalla teoria ergodica. Tolman ad es. fonda 
la sua trattazione sul postulato della equiprobabilità a priori 
(assegnazione di probabilità uguali a porzioni di misura uguale 
dello spazio delle fasi). 


$ 10. —- LA QUARTA VERSIONE. 
IPOTESI. DELL'’UNICITÀ DELL'’INTEGRALE DELL'ENERGIA. 


1. - Tuttavia la presa di posizione del Tolman e del 
Fowler non è valsa a distogliere gli studiosi dalla suggestione 
esercitata dal problema ergodico, alla cui comprensione è stato 
recentemente (1960) apportato un prezioso contributo da parte 
di Lewis [22]. 
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Due teoremi ha sostanzialmente stabilito il Lewis, uno 
relativo alle medie microcanoniche e uno alle medie cano- 
niche. Tali teoremi sono di semplice fattura, ma originali come 
contenuto. Qui ci limiteremo a esporre, se pur nelle sue grandi 
linee, la dimostrazione del primo teorema, quello relativo alle 
medie di fase, perchè tanto basta per comprendere la trasfor- 
mazione che per opera di Lewis viene a subire il problema 
ergodico. 


2. - Se y(x) = costante è un integrale per quasi tutte le 
traiettorie, cioè se y(T*x) = y(x) q.d., si dirà che la funzione y 
è un invariante del moto 7'. È inoltre chiaro che nei problemi 
di interesse fisico, vi sarà un numero massimo di invarianti 
misurabili indipendenti. Noi ammetteremo che esista un sistema 
(in numero finito) di invarianti 


() Dv, Va, VR} 


tali che ogni invariante misurabile del moto sia funzione' di 
essi; cioè se z è un invariante, allora è 2 = Z(Y(x)) q. d., dove 
Z è funzione misurabile secondo Borel. Un sistema di funzioni Y 
di questa specie sarà chiamato un invariante completo del 
moto. 

Sia ora f una funzione del punto x soddisfacente alle sole 
condizioni perchè ad essa possa essere applicata la prima parte 
del teorema di Birkhoff (cioè si considera l’enunciato di cui 
al $ 9, n. 1 fino alla conclusione Î = f; si fa esplicitamente 
notare che nella dimostrazione del teorema di Lewis non si 
fa ricorso alla seconda parte del teorema di Birkhoff, cioè 
all'ipotesi della transitività metrica). La (*) del $ 5, n. 1 per- 
mette allora di associare ad ogni punto x dello spazio delle 
fasi (il punto corrispondente al primo estremo to dell’intervallo 
di integrazione) un valore Î, che per il teorema di Birkhoff 
esiste quasi dappertutto ed è costante lungo la traiettoria. 
Perciò f è un invariante del moto e quindi per quanto detto 
si può scrivere 


Î=F0@) qd.. 


aa + 
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Il problema che ora si pone è quello di determinare la 
funzione F. 

Intanto, per l’enunciato teorema di Birkhoff, se A è una 
qualunque parte invariante misurabile di 7" e se m(A)<+ 00, 


si ha 
[fam — [iam 


Ora se B è un qualunque sistema boreliano in R*, si ha che 
Y-:(B) è misurabile e poichè le y; sono invarianti, esso diffe- 
risce da un sistema invariante per uno di misura nulla. Di qui, 
per le precedenti, si ha 


F pis fim = dm. 
fis, V())dm fa si Jug si 


Si tratta ora di trasformare il primo integrale da un insieme 
Ù dello spazio I" a un insieme di R*. Si osservi a tale proposito 
che la misura w usata in I" induce una misura M in RE: 


M(B) = m(-*(B)) 


dove B è un qualunque sistema boreliano in R*. Per una F 
misurabile secondo Borel si ha allora 


PO 


F(3(x))dm = /, F(9)dM.. 
yi (B) B 


Dal confronto con le precedenti si ha così 


/, F(y)dM = fam. 
B y71(B) 

Così si è trovato l’integrale di F in un arbitrario boreliano 
di R*. Per trovare la F basta derivare in senso generalizzato. 
A tale scopo posto 


Ii=b:bi-ul=d 
si ha 


FdM 
3 ORGA LEI 
along 
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In forza delle precedenti tale espressione può essere tra- 
sformata in termini di integrazione in /" e si ha 


[ fam 

F(@) = lim SS ___ d. 
VOTI 
dove 


S[ui=y (2) = {bi — vl=d. 


Si faccia ora % = Y(x) e inoltre si ponga 


_fdm 
(;) fa) = tm da 


d-0 m(Ssl%)) : 
Allora da tutte le precedenti si deduce 
for@) =f@ gd. 
In tale risultato consiste il primo teorema di Lewis. 


3. Allo scopo di commentarne il senso fisico, esami- 
niamo le relazioni (-) e (:). Se l’invariante completo fosse 
costituito dal solo integrale dell’energia, cioè nella (-) fosse 
kR=1, H(x)=y:(x), la (:), per il significato che ora ver- 
rebbe ad assumere Ss[%] uguale a quello riportato al $ 5, n. 2, 
si ridurebbe alla (#) dello stesso paragrafo, cioè alla maxwel- 
liana media di fase, o media microcanonica. Invece la (:) 
costituisce una nuova specie di media di fase, nella quale il 
moto del sistema viene considerato ubbidire non solo all’inte- 
grale dell'energia, ma a tutti gli integrali primi del moto costi- 
tuenti un invariante completo. Per tale motivo alla media 
(è) delle (-) e (:) viene dato il nome di media pantamicro- 
canonica. Con ciò il primo ‘teorema di Lewis mostra che la 
media temporale f calcolata su una traiettoria lungo la quale 
l'integrale completo (x) assume il valore costante % (cioè i 
k integrali y;(x) assumono i valori costanti v;) è uguale alla 
media pantamicrocanonica (7). In particolare dal teorema di 
Lewis discende che se l’integrale dell'energia costituisce da 
solo un invariante completo, la media temporale Î uguaglia 


la media microcanonica / q.d. 
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Come già osservato, la dimostrazione del teorema di Lewis 
fa ricorso soltanto alla prima parte del teorema di Birkhoff. 
Non fa ricorso all'ipotesi della transitività metrica. Mentre il 
Birkhoff per giungere all’uguaglianza fra le medie temporali 
e le medie di fase deve introdurre l’ipotesi della transitività 
metrica, il Lewis mostra che per arrivare a calcolare le medie 
temporali mediante operazioni: da eseguirsi nello spazio delle 
fasi basta conoscere un integrale completo. Cioè a un concetto 
topologico, quale la transitività metrica, viene qui sostituito 
un concetto squisitamente meccanico, l’invariante completo 
del moto. Con il teorema di Lewis il problema ergodico viene 
pertanto trasferito nell’ambito della Meccanica Analitica. E 
poichè secondo il teorema di Lewis quando l’integrale del- 
l'energia costituisce da solo un invariante completo la media 
temporale uguaglia la media microcanonica, il problema ergo- 
dico assume il seguente altro aspetto: Quali sono gli invarianti 
completi dei sistemi meccanici che costituiscono l’oggetto della 
Meccanica Statistica? In particolare ed avuto riguardo al più 
generale sistema della Meccanica Statistica, l'integrale del- 
l'energia è l’unico integrale primo del moto? 

Abbiamo così una nuova versione del problema ergodico, 
la quarta in ordine di tempo (1960). 


$ II. — LA QUESTIONE DELL’UNICITÀ DELL’INTEGRALE 
DELL'ENERGIA. 


I. — Nella sua famosa opera « Les méthodes nouvelles de 
la Mécanique celeste » H. Poincaré dedica un grande capitolo 
all’inesistenza di integrali uniformi del moto [14], all’infuori 
di quello dell’energia. Il celebre teorema di Poincaré è stato 
poi esteso da Painlevé [23]. Se il risultato stabilito da Poin- 
caré avesse carattere generale, il problema ergodico, nella sua 
quarta versione, risulterebbe risolto. Purtroppo le cose non * 
stanno così, a causa delle numerose ipotesi sulle quali si fonda 
la dimostrazione del Poincaré e che limitano fortemente la 
portata delle conclusioni. 
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Infatti Poincaré studia sistemi dinamici retti dalle equa- 
zioni (Vol. I, n. 13) 


dg _ èH dii oH 
di — db; di dg; 





supponendo che la funzione H possa svilupparsi secondo le 
potenze di un parametro molto piccolo u nella maniera se- 


guente 
H= Ho+ uHx+ wHa+t.... 


Egli suppone in più che H, dipenda soltanto dalle g; 
e che sia indipendente dalle $; e che H;, H., ... siano delle 
funzioni periodiche di periodo 27 nelle $i. 

A una siffatta impostazione il Poincaré perviene dopo 
un’analisi del problema dei tre corpi e in seguito a una tra- 
sformazione di coordinate. Tuttavia il teorema sull’unicità del- 
l'integrale dell'energia, quale integrale uniforme del moto, 
viene dal Poincaré assicurato per un numero qualunque di 
variabili. Poincaré ricerca gli integrali uniformi ® nella classe 
di quelli sviluppabili in serie del parametro yw 


pes Do + uDi + u?D, + eee 


con D indipendente dalle $; e D:, D., ... periodici rispetto alle 
pi con periodo 27. Sotto tali condizioni egli dimostra che, a 
parte casi eccezionali, l’unico integrale uniforme è H = co- 
stante. 


2. - Allo scopo di mettere in guardia contro l’uso indi- 
scriminato che veniva talvolta fatto del teorema di Poincaré, 
T. M. Cherry ha eseguito alcune ricerche di carattere critico [24]. 
Egli prova che, se l’hamiltoniano H è analitico nelle 2w varia- 
bili fi € gi, vi sono sempre 2n — I integrali analitici ed indi- 
pendenti dal tempo in prossimità di ogni punto ordinario; in 
generale esistono sempre 2n — 2 integrali soddisfacenti a tutte 
le condizioni richieste da Poincaré eccetto che di essere ana- 
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litici nel parametro (evidentemente i due risultati ora men- 
zionati si accordano con il fatto che Poincaré trovi un solo 
integrale analitico nel parametro, l'integrale H — costante). 

Nel caso di un punto singolare, Cherry ha costruito for- 
malmente integrali non analitici in numero dipendente dalla 
natura della singolarità. 

Tali risultati fanno pensare che il teorema di Poincaré 
non abbia validità generale. Invece secondo altri studiosi i 
risultati di Cherry non sono da considerarsi preoccupanti. 
Vogliamo ad esempio citare l’opinione di Truesdell in pro- 
posito [15]: 

«Mentre questi risultati sono sufficienti a dimostrare 
che il teorema di Poincaré non offre ‘una giustificazione per 
trascurare gli integrali salvo quello dell'energia, essi non offrono 
nulla di costruttivo. Ciò perchè essi sono teoremi locali, mentre, 
come chiaramente osserva Maxwell, soltanto integrali validi 
in tutto lo spazio delle fasi sono di qualche utilità in M. S. ». 
Ed egli, dopo varie congetture, finisce per concludere che «le 
speranze di stabilire il carattere ergodico dei risultati classici 
mediante il solo integrale dell’energia non sono perdute ». 

Va tuttavia notato che recentemente Prigogine e Rem- 
blois [25] hanno dimostrato che se il sistema fisico è infinita- 
mente esteso il moto ammette infiniti integrali primi. In seguito 
a tale fatto l’unico elemento che tenga in vita la speranza di 
assicurare l’unicità dell’integrale dell’energia è costituito dalle 
pareti del recipiente racchiudente il gas considerato (oltre che 
dal numero finito dei gradi di libertà del sistema). Gli urti 
contro le pareti del recipiente dovrebbero provocare la sal- 
tuaria rottura delle costanti del moto e quindi distruggere in 
sul nascere la formazione di integrali primi ad eccezione di 
quello dell’energia. 

Come si vede l’evoluzione del problema ergodico nel tempo 
si svolge lungo un arco che si chiude su una posizione che non 
differisce di molto da quella originaria maxwelliana, se pur i 
due modi di riguardare il problema, quello di Maxwell e quello 
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moderno, differiscono alquanto per la grande conoscenza cri- 


tica della questione acquisita dagli studiosi di oggi, dovuta 


ai grandi contributi analitici che allo studio di essa sono stati 


apportati dai tempi di Maxwell ai nostri giorni. 


[1] 


[2] 


[6] 





[9] 
[10] 
[11] 
[12] 
[13] 
[14] 





[15] 


16] 
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BRUNO FINZI 





Dalla meccanica lagrangiana 
a quella einsteiniana. 


Mi propongo di esporre sommariamente gli sviluppi della teoria 
einsteiniana della relatività, seguendo il filo conduttore costituito 
dall’algoritmo lagrangiano, adattato al principio di relatività. 


MECCANICA LAGRANGIANA. 


Diceva Lagrange nella lapidaria prefazione alla sua « Mec- 
canica analitica »: ridurrò l’arte di risolvere problemi meccanici 
«a formule generali, il cui semplice sviluppo dà tutte le equa- 
zioni necessarie per la risoluzione d’ogni problema ». E infatti, 
costruita la funzione £(g/g/t) delle coordinate libere 9, delle 
loro derivate rispetto al tempo g, e del tempo stesso #, differenza 
fra l’energia cinetica T(g/g/t) e l'energia potenziale V(9), 


(1) e(g/il) = T(glalt) — V(9) 


le equazioni differenziali che (insieme alle condizioni iniziali) 
reggono il movimento di un generico sistema olonomo, soggetto 
a sollecitazione attiva conservativa, sono le seguenti: 


d 00 oL 
(2) PILTATE mi o) (AE, se 
Le precedenti equazioni differenziali di Lagrange sono 
quelle che si possono trarre dal seguente principio variazionale 


di Hamilton: 


(3) ò f £(g/g/f)dt = o. 


e TAL NA 
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Nella (3) la variazione è sincrona (si riferisce cioè alle coordinate 
q e non al tempo #) e s’annulla agli estremi dell’intervallo d’in- 
tegrazione. Sia nella (3) che nelle (2) il tempo è variabile pri- 
vilegiata rispetto alle variabili g che rappresentano le coordinate. 

Come importante e semplicissimo caso particolare, si 
consideri un corpuscolo libero di massa m. Assumiamo come 
coordinate libere 9g le sue tre coordinate cartesiane y rispetto 
ad un osservatore inerziale (tale cioè che l'accelerazione risulti 
nulla, quando s’annulla la forza motrice 


Sarà 
(4) ce= TY Vo) 


e le equazioni di Lagrange diverranno le equazioni « newto- 
niane ): 
Os i: 


F, (4 =1,2,3). 


Come secondo importante esempio, si consideri un continuo 
materiale: siano y le coordinate cartesiane di un suo generico 
punto in un riferimento inerziale, o la densità, w la densità 
d'energia interna ed esterna. La densità lagrangiana 4 (per 
unità di volume) sarà: 


A, dyn \? 
O Gal 
e il principio di Hamilton (3) si esprimerà così: 


(2) ofat[f Ady = 0. 


Da esso si traggono le note equazioni della dinamica dei con- 
tinui (che diremo ancora «newtoniane »): 


dvn _ OPur a 
(8) Q dt? =ln-), OVk (4,k=1,2,3), 
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dove f, sono le forze esterne per unità di volume e {px il tensore 
degli sforzi. 

Le equazioni di Lagrange (2) sono invarianti di fronte a 
trasformazioni che, lasciando inalterato dt (perchè il tempo 
funge da assoluto e deve mantenere il suo carattere privilegiato), 
permettono di passare dalle coordinate g ad altre y mediante 
le relazioni 


(9) xx = x1(/i) (h=1,2,..., "). 


Così, in particolare, nel caso di un corpuscolo, le equazioni di 
Lagrange (2) permettono di ricavare le equazioni di movimento 
relativo ad un osservatore genericamente mobile rispetto ad 
un osservatore inerziale. 

La meccanica di Lagrange soddisfa dunque ad un principio 
di relatività più lato di quello galileiano, che vuole l’invarianza 
assoluta, anche in forma, delle equazioni newtoniane (5) e (8) 
nel passaggio da un osservatore ad un altro in moto traslatorio 
rettilineo uniforme rispetto al primo. Ma l’invarianza delle 
equazioni di Lagrange è soltanto relativa, subordinata cioè a 
una funzione base, sulla quale si opera direttamente la sosti- 
tuzione imposta dal cambiamento delle variabili (9). La base 
nelle equazioni di Lagrange (2) è la « base dinamica » costituita 
dalla funzione di Lagrange £. 

Nel caso delle equazioni newtoniane (5) e (8), quando si 
esegue la trasformazione (9), che permette di passare dalle 
coordinate cartesiane y alle generali x attraverso le 


(10) xn = xn(y/t) (= 1, 2, 3) 


(e lasciando inalterato dt), la base dinamica £ comporta (come in 
tutte le equazioni della fisica classica) la « base geometrica » d/?, 
quadrato della distanza fra due punti infinitamente vicini dello 
spazio geometrico e, naturalmente, la «base temporale » dt. Si 
tenga però presente che, mentre nelle coordinate cartesiane y 
la base geometrica è data dalla forma pitagorica tridimensionale 


(11) dl? = ) dyî (A e: 1,2, 3) >» 





Ple DATE 
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eseguendo la trasformazione (10) questa assume la seguente 
forma differenziale quadratica: 


(12) dl = YO ane(x)datdat (1,k = 1,2,3). 


Pur nella loro generalità, le (9) non comprendono le gene- 
riche trasformazioni involgenti le coordinate e il tempo, le 
generiche trasformazioni che, nel caso di un corpuscolo, riguar- 
dano il passaggio dalle 4 variabili y: y2 y; # alle 4 variabili 
Xx X%2 X%3 %o, le generiche trasformazioni (sia pure regolari e inver- 
tibili) 


(13) Aa (I) (AZIO: 


che trattano il tempo alla stregua delle altre variabili. 


MECCANICA RELATIVISTICA RISTRETTA DI UN CORPUSCOLO. 


Ora l’esperienza mostra che nel passaggio da un osservatore 
inerziale ad un altro pure inerziale, e quindi in moto traslatorio 
rettilineo uniforme rispetto al*primo, non restano invariate nè 
la distanza d/ fra due punti infinitamente vicini, nè la durata 
elementare di, ma resta invariata la propagazione della luce 
e con essa la forma differenziale quadratica, dipendente da d/ 
e da dt: 


(14) ds? = c?dt? — dle, 


forma che eguagliata a zero dà appunto la legge di propagazione 
della luce e la sua velocità costante c, la medesima per entrambi 
gli osservatori inerziali. 

Ciò comporta notevoli conseguenze cinematiche: la con- 
trazione delle lunghezze e la dilatazione dei tempi nei corpi in 
moto, insiste nelle trasformazioni di Lorentz che sostituiscono 
le trasformazioni della cinematica classica nel passaggio da un 
osservatore ad un altro in moto traslatorio rettilineo uniforme 
rispetto al primo; la composizione delle velocità non secondo 
la regola del parallelogrammo, ma secondo una regola che com- 
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porta l'impossibilità di superare per composizione la velocità 
c della luce; porta a negare carattere assoluto (indipendente 
cioè dall’osservatore) allo spazio geometrico tridimensionale e 
al tempo, per affermare il carattere assoluto all’insieme dei due, 
allo spazio-tempo, costituito dal continuo quadridimensionale 
la cui metrica, rispetto ad un osservatore inerziale, è data dalla 
(14); può porsi cioè nella seguente forma pseudopitagorica: 


(15) ds = c?dt? — (dvî + dyî + dy}). 
Più sinteticamente la (15) si scrive così: 


(15°) ds =) nopdy°dy?, 


essendo y° = ct e ag = 0 per a + $, ng=1 pera=f=o0, 
Nag= — I pera=f=1, 2, 3. 

Ad ogni punto dello spazio-tempo corrisponde un evento 
elementare, insieme ad una determinazione spaziale e una tem- 
porale; ad ogni movimento corpuscolare corrisponde una linea 
spazio-temporale. 

Le precedenti conseguenze dell’invarianza della propaga- 
zione della luce hanno in ogni caso grande importanza concet- 
tuale. Tale importanza viene però praticamente meno per i 
moti che avvengono con velocità piccola di fronte alla grandis- 
sima velocità c della luce, perchè la (15) mostra che ds viene 
in tal caso a confondersi con cdt. Però anche l’importanza pratica 
diviene sensibile nei moti che avvengono con velocità non del 
tutto trascurabile di fronte a quella della luce. 

La cinematica che si fonda sulla sola invarianza della pro- 
pagazione della luce e limita i riferimenti a quelli inerziali in 
uno spazio-tempo pseudoeuclideo, per il quale sempre e ovunque 
la metrica ha la forma pseudopitagorica (15) o (15'), è la cine- 
matica relativistica vistretta. 

Bisogna ora istituire la dinamica relativistica ristretta. A 
tal fine basta valersi del procedimento lagrangiano, opportuna- 
mente adattato all’invarianza della propagazione della luce. 


28 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 


bi A 


Wie 
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Per istituire la dinamica relativistica ristretta di un corpu- 
scolo basta sostituire nel principio variazionale di Hamilton (3) 
all'elemento temporale cdi, che non ha carattere invariantivo, 
l'elemento di tempo proprio ds, dato dalla (15), che tale carat- 
tere ben possiede. Bisogna naturalmente riguardare la funzione 
di Lagrange £ dipendente dalle 4 coordinate spazio-temporali 
degli eventi, e cioè la temporale yo e le tre spaziali yr y2 Y3, € 
dipendente dalle loro derivate, non rispetto al tempo, bensì 
rispetto al tempo proprio, dipendente cioè dalle 4 componenti 
della velocità relativistica 





(16) ua = ca (a= 0,1, 2, 3). 


x 


Questa velocità relativistica è un vettore dello spazio-tempo 
di modulo unitario. 

La dinamica relativistica ristretta di un corpuscolo è dunque 
retta dal seguente principio variazionale: 


(19) B) f £(y/u)ds = 0. 


La variazione rispetta il tempo proprio e s’annulla agli estremi 
dell’intervallo d’integrazione. 

Dal principio variazionale (17) si deducono le seguenti 
4 equazioni differenziali (ancora sostanzialmente di Lagrange): 


(18) de dei 0 O 


i 
ci (£ = I, 2, 3) sono le componenti cartesiane 





Sent 
della velocità spaziale, si ha 
dyî yi c 


fe SS nr 


e si constata che, se il modulo v della velocità è piccolo di fronte 





OO vi AA 
a c, u' poco differisce da IR dall’unità. 
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D'altra parte, se indichiamo con u una costante inerziale, 
la (4) deve sostituirsi con la seguente: 


(20) er Lo DE, Nagusub + V(y) . 


Le equazioni di Lagrange (18) divengono perciò le seguenti 
quattro: 








d OV 
(21) FA (UC?Ua) pa oya (a RA 3) 
e, ponendo 
U l dov, 
(22) Ms Frag ng Fi=- oyi Vi—- we, 
d : d 
(23) di (mv) = Fi (SET a (MOI 


Le prime tre equazioni (23) sono analoghe a quelle della 
dinamica classica newtoniana. In esse però la massa m è defi- 
nita dalla prima delle (22) e varia con la velocità v, riducendosi 
a 4 per v=0 e tendendo all’infinito per v-+c (s'interpreta 
ciò dicendo che la velocità della luce non può meccanicamente 
essere raggiunta); le F;, rappresentano invece le componenti 
spaziali della forza motrice. 

In quanto all'ultima delle (23), essa è conseguenza delle 
precedenti se /7 rappresenta la potenza YF;vî. Essa costituisce 
il teorema dell’energia, qualora l'energia cinetica 7 sia così 
espressa: ci 


(24) T=me, 


risultando quindi proporzionale alla massa (variabile) secondo 
il coefficiente c?. 

Quando v? è trascurabile di fronte a c? la massa si riduce 
alla costante 4, le prime (23) si riducono alle newtoniane (5), 
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l'energia cinetica si riduce a uc? + —w e differisce dalla clas- 


sica Lv? per la costante uc? interpretabile come energia intrin- 


seca in condizioni di quiete. 

Se v? non è trascurabile di fronte a c°, le equazioni (23) 
della dinamica relativistica ristretta non si confondono con 
quelle classiche e fra le due dinamiche vi è discrepanza. 

Nell'ultima delle (23) si ravvisa poi una fondamentale 
circostanza fisica: l'equivalenza fra massa ed energia, coll’enorme 
coefficiente di ragguaglio c?. 

È ben noto come tutti i fenomeni che comportano velocità 
paragonabili a quella della luce abbiano confermato le conse- 
guenze tratte dalle equazioni relativistiche (23). In particolare 
la variabilità della massa con la velocità e l'equivalenza fra 
massa ed energia. Ricordo ad esempio: la variabilità della massa 
degli elettroni, l'equivalenza fra difetto di massa ed energia 
di legame, il bilancio massa-energia nelle reazioni nucleari, 
l’urto fra particelle e la loro disintegrazione, le applicazioni 
tecniche nei tubi elettronici e nelle macchine acceleratrici di 
particelle, ecc. 


L’INERZIA. 


Nel caso particolare nel quale viene meno la forza motrice 
il moto «per inerzia » si riduce al moto rettilineo uniforme, 
come in meccanica classica, perchè dall'ultima delle (23), per 
II = 0, si deduce che la massa è costante, e quindi le prime (23), 
per F;= 0, affermano che v; = cost. Rispetto al riferimento 
inerziale presupposto dalla (15), le coordinate spaziali risultano 
funzioni lineari del tempo e a questo movimento per inerzia 
corrisponde, nello spazio-tempo pseudoeuclideo, una retta. 
Allo stesso risultato si perviene, del resto, ponendo nel principio 
variazionale (17) al posto di £ data dalla (20) la sola energia 
cinetica 


a pe DE Naguoub D 





DALLA MECCANICA LAGRANGIANA A QUELLA EINSTEINIANA 437 


Dato il suo significato geometrico, la linea che caratterizza 
il moto inerziale nello spazio-tempo resta una retta anche quando 
ci si riferisce a generiche coordinate spazio-temporali x%, ese- 
guendo la trasformazione (13). i 

Ma tale retta non è altro che una geodetica dello spazio- 
tempo pseudoeuclideo, una linea cioè che soddisfa alla seguente 
formula variazionale 


(25) dfas=o, 


soltanto che, nel generico riferimento considerato, ds? non è 


dato dalla pseudopitagorica (15) (0 dalla (15/)), ma dalla seguente 
forma differenziale quadratica: 


(26) ds =) agg(@)dx-dx8  (a,B=0,1,2,3), 


alla quale si perviene trasformando la (15) mediante le (13). 

La legge di moto per inerzia, nel riferimento generale con- 
siderato, è data dalle seguenti equazioni differenziali tratte 
dalla formula variazionale (25), quando si ponga per ds l’espres- 
sione ricavata dalla (26): 


27) Se = Lig «ho (@87=0,1,2,3). 
Nelle (27) we ai è la velocità relativistica (di modulo 


unitario) e sono i simboli di Christoffel, costruiti con i 








a 
By 
coefficienti ag della metrica e con le loro derivate ordinarie, 
dalle quali ultime dipendono linearmente ed omogeneamente. 

Le equazioni (27) sono del tutto analoghe alle (21) e, col 
procedimento usato per trasformare le (21) nelle (23), assumono 
la forma di quelle che si scrivono in meccanica classica quando 
si riferisce il moto inerziale ad un osservatore non inerziale. 
Al posto delle cosiddette forze apparenti della meccanica clas- 
sica (centrifughe, di Coriolis, ecc.) compaiono espressioni for- 
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mate con i simboli di Christoffel, simboli che non costituiscono 
un tensore, che si annullano nel riferimento inerziale e non in 
un riferimento non inerziale, proprio come le forze apparenti 
della meccanica classica. 

Alle equazioni differenziali (27) delle geodetiche spazio- 
temporali, che danno in un generico riferimento il moto per 
inerzia, si perviene naturalmente anche ponendo nella (17) 


2 
al posto della funzione £ semplicemente la funzione LE Laggusu 


che rappresenta l’energia cinetica, perchè nel caso in esame è 
nulla la funzione V(x) che dà l’energia potenziale. Introducendo 
poi la derivazione tensoriale subordinata alla metrica (26), 
la (27), che dà le geodetiche spazio-temporali, può scriversi così: 


(28) È ba u"|guf = 0. 


Si noti che nei generici riferimenti non inerziali considerati 
la propagazione della luce si ottiene eguagliando a zero la forma 
(26) che dà la metrica. Il moto di un segnale luminoso è perciò 
dato da una geodetica dello spazio-tempo (retta) di lunghezza 
nulla. Perchè essa sia reale bisogna che la forma (26) sia inde- 
finita in segno, ad es. con la segnatura + — — — come la (15). 
Più generalmente si considerino riferimenti per i quali la (26) 
ha la seguente forma indefinita: 


(29) ds? ari Aood x Cri dir, 


dove x° = ct è coordinata temporale, 400 è funzione positiva 
del posto e dl: > 0 è la distanza fra due punti infinitamente 
vicini dello spazio geometrico tridimensionale. La velocità y 
della luce risulta sì reale, ma non risulta costante, perchè egua- 
gliando ds? a zero si ottiene: 


dl Son 
(30) p= = cVaoo. 


Neppure risulta costante la velocità della luce rispetto ad un osser- 
vatore uniformemente rotante rispetto al cielo delle stelle fisse. 
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È significativo rilevare che, proprio come conseguenza 
della segnatura indefinita della metrica (necessaria affinchè 
la propagazione della luce sia reale), la funzione lagrangiana che 
compare nel principio variazionale (17) non risulta differenza 
fra l’energia cinetica relativistica e l’energia potenziale, ma, 
conformemente alla (20) e più espressivamente, somma delle 
due forme d’energia. 


MECCANICA RELATIVISTICA RISTRETTA DEI CONTINUI. 


Per trasformare il principio variazionale (7) che regge la 
dinamica classica dei continui nel corrispondente principio 
variazionale che ne regge la dinamica relativistica ristretta 
basta interpretare le 4 integrazioni che vi compaiono come inte- 
grazione in una regione 7 dello spazio-tempo quadridimensionale 
pseudoeuclideo di metrica (15’) e interpretare come doppio 
della densità lagrangiana 4 l’invariante spazio-temporale che 
si ottiene componendo il tensore fondamentale nag col tensore 
doppio simmetrico 78 che rappresenta nello spazio-tempo la 
somma delle varie forme di densità d’energia: in primo luogo 
la cinetica ocuuB e poi le altre °f, quali tipicamente gli 
sforzi interni. Scriveremo dunque il principio variazionale 
cercato così: 


(31) s|2dr=0, 

essendo 

(32) gh= >A NagTh, To = oc-ussà + pel È 
Eseguendo la variazione nella (31), sia variando 7%, 

sia variando ag, in modo però che lo spazio-tempo resti pseudo- 


euclideo, con che 


(33) dog = — (0Sajp + dSpra) 
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dove Sa funge da potenziale, la cui variazione s’annulla al 
contorno della regione spazio-temporale 7, si ricava: 


(34) LTAp=o0. 


Questa afferma che è nulla la divergenza del tensore energetico 
e riassume 4 equazioni: le tre dinamiche della quantità di moto 
e quella dell’energia, affermante l'equivalenza fra la massa e 
l'energia nelle sue varie forme. Le equazioni riassunte dalla (34) 
si riducono alle classiche (8) e all’equazione di conservazione 
della massa, se v? è trascurabile di fronte a c2, ma non così se 
questa condizione vien meno. Le equazioni tratte dalla (34) 
costituiscono allora le equazioni della dinamica dei continui 
materiali nella teoria della relatività ristretta. 

La (34), dato il suo carattere tensoriale nello spazio-tempo, 
mantiene la sua validità anche nel generico riferimento non 
inerziale che dà alla metrica spazio-temporale la forma gene- 
rale (26). Naturalmente in questo caso la derivazione è quella 
tensoriale che fa intervenire i simboli di Christoffel. 

Come semplice esempio, si consideri la massa completa- 
mente disgregata, cosicchè 9° = o. La (34) diviene: 


(35) ) (occusub)g =0. 


Questa equazione si riduce alla (28), che afferma che il 
moto (inerziale) di ogni elemento materiale è dato da una geo- 
detica (retta) dello spazio-tempo, e all’equazione 


(30) > (cub) = 0 


che esprime la conservazione dell’energia, dovuta alla massa e 
al suo movimento. 

Torniamo al caso generale per fare due osservazioni. 

La prima riguarda l’analogia dell'equazione spazio-tempo- 
rale (34), che regge la dinamica dei continui, con l'equazione 
tensoriale che nello spazio geometrico tridimensionale regge la 
statica dei continui materiali, l'equazione che afferma appunto 
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che, in condizione d’equilibrio, è nulla la divergenza del tensore 
spaziale che riassume le varie forme di densità energetica sta- 
tica (tipicamente gli sforzi). Nella teoria della relatività si 
passa dunque dalla statica alla dinamica sostituendo allo spazio 
geometrico tridimensionale lo spazio-tempo quadridimensionale. 
Si può ravvisare in questa suggestiva circostanza l'aspetto rela- 
tivistico del principio di d' Alembert. 

Con la seconda osservazione vogliamo rilevare che la legge 
della geodetica spazio-temporale (25), o l'equivalente (28), 
nonchè la legge (34) che regge la dinamica dei continui mate- 
riali, soddisfano non soltanto al principio di relatività ristretta 
(invarianza delle leggi di fronte al passaggio da un osservatore 
inerziale ad un altro in moto traslatorio rettilineo uniforme 
rispetto al primo), ma soddisfano addirittura ad un principio 
di relatività generale, e cioè d’invarianza delle leggi di fronte 
al passaggio da un riferimento spazio-temporale ad un altro 
generico. 


ALTRI CAMPI FISICI SECONDO LA TEORIA DELLA RELATIVITÀ. 


Il medesimo procedimento che permette di ricavare per i 
campi materiali le equazioni lagrangiane da un unico principio 
variazionale, permette di ricavare le equazioni che reggono 
altri campi fisici. Per ottenere le equazioni relativistiche di 
tali campi basta dedurle dalla stazionarietà dell’integrale 
esteso ad una regione 7 dello spazio-tempo di una densità 
lagrangiana 4 costituita da un invariante costruito con le den- 
sità d’energia presenti nel campo. 

Per esempio, nel caso del puro campo elettromagnetico 
(nel vuoto), il campo è rappresentato da un tensore emisim- 
metrico dello spazio-tempo Fag = — Fga. L'unico invariante 
che dà la densità d’energia di puro campo è l’invariante 
quadratico 


I 
(37) . A=3) FagF®. 
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Per trarre dal principio variazionale (31) le equazioni di 
campo, basta valersi di un lemma analogo a quello di Clebsch, 
non però relativo ai vettori dello spazio, ma ai tensori doppi 
emisimmetrici. Grazie ad esso F,g può riguardarsi come somma 
di un tensore irrotazionale, proveniente da un vettore poten- 
ziale (solenoidale) p, e uno solenoidale, proveniente da un secondo 
vettore potenziale (solenoidale) yv: 


I 
(38) Fap eda (Pa)B ai ®BIa) HA > Eau"! ’ 


dove eagu è il tensore di Ricci nello spazio-tempo quadridi- 
mensionale. Dal principio variazionale (31) (col solito proce- 
dimento d'integrazione per parti e riguardando dg, e dy” arbitrari 
in 7, ma nulli al contorno) si ottengono le seguenti equazioni 
di campo: 


(39) VD eWFagy=0,  Y'Ffg=o0. 


Esse affermano che il tensore elettromagnetico è irrotazionale 
e solenoidale nello spazio-tempo. L’unico potenziale gg da cui 
dipende a posteriori (per la condizione d’irrotazionalità) il 
tensore elettromagnetico, il cosiddetto «potenziale elettro- 
magnetico », soddisfa allora non all’equazione di Laplace, ma 
all’equazione di d’Alembert 


(40) U] Pa= 0 


che, in virtù della segnatura + — — — della metrica, esprime 
l’armonicità nello spazio-tempo. È grazie a questa segnatura 
che il campo elettromagnetico, retto dalla (40), ammette una 
effettiva propagazione ondosa. 

Per considerare il campo elettromagnetico sì nel vuoto, 
ma con distribuzione elettrica data dal vettore spazio-tempo- 
rale j®, basta nell'espressione (37) di 7 aggiungere all’invariante 
di puro campo l’invariante di distribuzione £p,j®: 


I i 
(41) da=7 VO FapFB+Y paîo. 
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Si ottengono così le seguenti equazioni di campo, equivalenti 
(rigorosamente) a quelle di Maxwell: 


(42) A WE 8], = 0, > Fo8/g i ja. 


Esse dicono che, nello spazio-tempo, il tensore elettromagnetico 
è irrotazionale e che la sua divergenza eguaglia la distribuzione 
elettrica. 

Come si vede le leggi elettromagnetiche si ottengono da 
quelle elettrostatiche con la seguente semplice regola, nella 
quale si può ravvisare ancora il principio di d’Alembert relati- 
‘ vistico: sostituire allo spazio geometrico tridimensionale, sede 
del campo elettrostatico, lo spazio-tempo quadridimensionale, 
sede del campo elettromagnetico; sostituire al vettore spaziale 
che individua il campo elettrostatico il tensore elettromagne- 
tico spazio-temporale Fg; sostituire alla densità elettrica il 
vettore spazio-temporale j che dà la distribuzione elettrica. 

Quanto abbiamo constatato per i campi meccanici e per il 
campo elettromagnetico ha carattere generale: il modo più 
acconcio per individuare un campo fisico è quello di affermare 
la stazionarietà dell’integrale esteso ad una regione dello spazio- 
tempo di una densità energetica invariante 4, costruita con 
quegli scalari, vettori, tensori spazio-temporali nei quali la 
fisica ravvisa gli enti tipici del campo. E la stazionarietà 
deve aver luogo per una generica variazione di potenziali di 
tali enti. 

Le equazioni di campo che così si traggono sono certamente 
compatibili, se l'integrale può essere stazionario, e hanno carat- 
tere tensoriale nello spazio-tempo, soddisfacendo quindi al 
principio di relatività generale. 

Della « ricetta » che ho dato ci si vale modernamente per 
stabilire un’assiomatica dei campi fisici semplice e sicura, con- 
sona all’intuizione, praticamente efficace. Dall’esperienza non 
si può però prescindere, perchè essa deve suggerire quali sono 
gli enti caratteristici dei vari campi, e deve giudicare se e a 
quali condizioni i fenomeni verificano le leggi desunte. 
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Il modo migliore per generalizzare i campi è quello di gene- 
ralizzare l’espressione della densità lagrangiana invariante 4. 
Per questa via si può ad es. generalizzare il campo elettroma- 
gnetico maxwelliano, pervenendo al campo mesonico. 

Basta a tal fine aggiungere al secondo membro della (4I) 


3 È I i 
l’invariante 3h PPP» dove £ denota una costante universale 


(con le dimensioni di una lunghezza) per ottenere le equazioni 
di Proca-Yukawa che reggono il campo mesonico. Esse affer- 
mano ancora che il tensore Fg è irrotazionale, ma che la sua 


; ì I ; pe 
divergenza, invece che a 1%, è eguale a ja + di 


TEORIA GRAVITAZIONALE EINSTEINIANA. 


La legge della geodetica spazio-temporale (25) dà un’inter- 
pretazione di. carattere geometrico ai moti inerziali, e, attra- 
verso l'equivalente sistema differenziale (27), trovano spiega- 
zione geometrica le forze apparenti. Analoga cosa deve essere 
possibile per i moti gravitazionali, perchè anche il moto gravi- 
tazionale, come il moto inerziale, è indipendente dalla massa 
del corpuscolo mobile (almeno se questa massa è tanto pic- 
cola da non influire sul moto delle masse alle quali il campo è 
dovuto). 

Fu partendo da questa osservazione, cioè sostanzialmente 
dalla possibilità di confondere la massa gravitazionale con la 
massa inerte, che Einstein istituì la sua teoria gravitazionale. 

In tale teoria il campo gravitazionale si identifica con quello 
che dà la geometria dello spazio-tempo. Questo non è però 
pseudo-euclideo, ma riemanniano, incurvato dalle masse presenti. 
La sua metrica è data da una forma differenziale quadratica 


(43) ds =) gog(*)dxdx8 — (a,B=0,1,2,3) 


a cui non può darsi ovunque la forma pseudopitagorica (15) 
con un semplice cambiamento di coordinate. Il tensore fonda- 
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mentale simmetrico gag, le cui componenti costituiscono i coef- 
ficienti della metrica, rappresenta i potenziali gravitazionali e 
inerziali; i simboli di Christoffel, costruiti con le loro derivate 
ordinarie, individuano le forze gravitazionali e inerziali; il 
tensore simmetrico Re, ottenuto contraendo il tensore di Rie- 
mann, il tensore di curvatura, dipendente dai simboli di 
Christoffel e dalle loro derivate, dà tutte le forme d'energia 
gravitazionale. 

Il modo più significativo per ottenere le equazioni che reg- 
gono il campo, che dà la geometria dello spazio-tempo rieman- 
niano, o, ciò che è lo stesso, il campo gravitazionale, è quello 
di scrivere le equazioni lagrangiane tratte da un principio varia- 
zionale (31). 

Con R°8 e gag si costruisce l’invariante R = 2RePg,g che 
dà localmente la curvatura media. Esso viene assunto come den- 
sità lagrangiana 4, esternamente alle masse, nel principio varia- 
zionale (31). Lo spazio-tempo, esternamente alle masse, è dun- 
que sì curvo, ma in modo che risulti stazionario il valor medio 
spazio-temporale della curvatura media locale, tale cioè che sia: 


(44) d'Rdr=0%, 


Dando al tensore fondamentale la variazione dgag, varia RR, 
che è funzione di gag e, come Ref, anche delle sue derivate ordi- 
narie prime gag, e derivate seconde gag,w, Varia dt, ma l’inte- 
grale esteso alla regione spazio-temporale 7 non deve variare, 
qualunque sia dgag, purchè nullo, con le sue derivate prime, 
al contorno di 7. Alle equazioni lagrangiane che se ne deducono, 
valide esternamente alle masse, può darsi la seguente forma 
tensoriale: 





(45) A = Rob : Rg°f = o, 


o anche, più semplicemente, 


(45)) Re = 0. 
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Le precedenti equazioni gravitazionali (così si chiamano) furono 
ottenute da Einstein nel 1916, proprio scrivendo le equazioni 
di Lagrange tratte dal principio variazionale (44). 

In più diretta forma tensoriale furono ricavate dal nostro 
Palatini nel 1919, mostrando che la (44) può scriversi così: 


(44°) / Y A°bògagda = 0, 
dalla quale scende appunto la (45). 

Einstein ha rilevato che l’invariante di curvatura R è 
sostanzialmente l’unico che gode delle proprietà richieste per 
A, cosicchè ben definita risulta la teoria della gravitazione che 
se ne trae. 

Si osservi ora che dando a gag la variazione analoga alla (33), 


Ògap = n ($Sa/p + èSg/a) corrispondente ad una variazione infi- 


nitesima di coordinate e scrivendo che la (44’) è verificata qua- 
lunque sia dS,, si trova la seguente identità, che rientra in 
altre già trovate per altra via da Bianchi: 


(46) ) A%ig=o0. 


In prima approssimazione i potenziali gravitazionali sono 
individuati da un solo potenziale g e le equazioni di campo (45) 
si riducono all’equazione di Laplace Ag = o, tipica della teoria 
classica, ma non così a pieno rigore, allorchè l'equazione tenso- 
riale di campo (45) sintetizza 10 equazioni differenziali del 
secondo ordine nei 10 potenziali gg, fra le quali equazioni inter- 
corrono però le 4 identità sintetizzate nella identità di Bianchi 
(46), che lasciano libera la scelta delle 4 coordinate spazio- 
temporali. 

Se, invece di restare fuori dalla materia, penetriamo nel 
suo interno, bisogna assumere come densità lagrangiana 4 
la somma di Re di y2°Tîg6, dove y è una costante gravitazionale 
di ragguaglio e 78 il tensore energetico, dato dalla seconda 
delle (32), dovuto alle masse in movimento, agli sforzi, all’ener- 
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gia elettromagnetica, ecc. In tal caso dal principio variazio- 
nale (31) si deduce, invece della (45), la seguente equazione 
tensoriale: 


(47) AG = gT. 


In particolare, supponendo spazialmente isotropo il ten- 
sore energetico, la (47) fornisce suggestive soluzioni d’interesse 
cosmologico, sia statiche che dinamiche, nelle quali lo spazio 
geometrico è ipersferico, finito dunque, ma illimitato. 

Nel campo gravitazionale esterno alle masse, un corpuscolo 
di piccola massa si muove per inerzia, e il suo moto è dato da 
una geodetica dello spazio-tempo riemanniano, da una linea 
cioè che verifica la corrispondente legge variazionale (25), 0 
le equivalenti equazioni differenziali (27). Essa non è però gene- 
ricamente una retta, perchè ora la metrica, ottenuta integrando 
le equazioni di campo (45), non è quella (26) di uno spazio- 
tempo pseudoeuclideo, bensì quella (43) di uno spazio-tempo 
riemanniano. 

Nei casi comuni la metrica spazio-temporale, ricavata inte- 
grando le equazioni di campo (45) 0 (47), poco si scosta da 
quella di uno spazio-tempo pseudoeuclideo che sempre e ovun- 
que può porsi nella forma pseudopitagorica (15), tuttavia la 
sua geodetica, che dà la legge di moto di ‘un corpuscolo di pic- 
cola massa, si scosta notevolmente dalla retta, mentre la legge 
di moto poco si scosta dalla classica desunta dalla teoria newto- 
niana della gravitazione. 

Che poco alterando le classiche leggi gravitazionali si per- 
venga alla legge della geodetica in uno spazio-tempo curvo, 
di metrica poco diversa dalla pseudopitagorica (15), lo mise 
chiaramente in evidenza Levi-Civita agli albori della relati 
vità generale in una celebre conferenza intitolata « Come potrebbe 
un conservatore giungere alla soglia della nuova meccanica. ). 

Parte il Levi-Civita dalla classica espressione (4) della 
funzione di Lagrange, dove V(y) = — mU(y), essendo U(y) 
il potenziale per unità di massa dovuto al campo gravitazionale. 
Mostra che, se 0° e U sono piccoli di fronte a c?, quadrato della 
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velocità della luce, è possibile alterare poco il principio di Hamil- 
ton e la conseguente classica legge di moto gravitazionale, in 
modo che il principio di Hamilton venga a coincidere con la legge 
variazionale (25) della geodetica di uno spazio-tempo di metrica 








(48) ds =(1 200.) cad (dyî + dy + dyî).. 
Questa metrica è, come si vede, quella di uno spazio-tempo rie- 
manniano, ma è poco. discosta dalla pseudopitagorica (15). 

Nella teoria einsteiniana\del campo gravitazionale si verifica 
una circostanza che non ha riscontro nei vari campi della fisica 
classica: dalle sole equazioni di campo, alle derivate parziali, 
si traggono le equazioni differenziali ordinarie che danno il 
moto delle sorgenti del campo. 

Entro la materia è facile constatarlo, perchè, grazie all’iden- 
tità di Bianchi (46), dalla (47) si deduce la solenoidalità del 
tensore energetico, cosicchè la (34) che l’esprime sussiste anche 
quando lo spazio-tempo è riemanniano e non pseudoeuclideo. 
E le equazioni differenziali ordinarie riassunte nella (34), tratta 
dalle equazioni alle derivate parziali riassunte nella (47), riguar- 
dano il moto delle particelle materiali. In particolare, nell’am- 
bito di materia disgregata, fra i cui elementi si esercitano sol- 
tanto azioni gravitazionali, la (34) si riduce alla (28) che dà 
il moto gravitazionale delle particelle attraverso la legge della 
geodetica spazio-temporale, legge che risulta così conseguenza 
delle equazioni di campo. 

‘ Anche quando si rappresentano, come di solito, le masse 
puntiformi con singolarità che costituiscono le sorgenti del 
campo gravitazionale, le equazioni differenziali ordinarie che 
ne danno il moto vengono tratte soltanto dalle equazioni di 
campo alle derivate parziali (45), che valgono esternamente 
ad esse, e non da leggi estranee. Ciò è possibile grazie alla non 
linearità delle (45) e alle identità (46) che fra di esse sussistono. 

È veramente singolare e degno di meditazione che le equa- 
zioni del campo gravitazionale einsteiniano racchiudano in sè 
il moto delle proprie sorgenti! 
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È così che nella teoria gravitazionale einsteiniana viene 
correttamente impostato il problema fondamentale della mec- 
canica celeste, riguardante.il moto di due o più corpi di masse 
paragonabili. Che se poi la massa di un corpo è piccola di fronte 
a quella degli altri, il suo moto risulta dato dalla geodetica 
dello spazio-tempo incurvato dalle masse degli altri corpi, e 
ancora la legge della geodetica spazio-temporale consegue dalle 
equazioni di campo. 

La possibilità di ricavare nella teoria della relatività il 
moto delle sorgenti del campo gravitazionale dalle equazioni 
indefinite del campo stesso lascia intravedere che tale possibi- 
lità sussista anche nella meccanica ondulatoria vigente nel 
microcosmo, fornendo nello schema relativistico un’interpreta- 
zione della dualità onde (cioè campo) e corpuscoli (cioè sor- 
genti), così come hanno indicato De Broglie, Vigier, Bohm. 


TEORIE RELATIVISTICHE UNITARIE. 


Nella teoria della relatività generale sia l’inerzia che la 
gravitazione trovano interpretazione nella geometria dello 
spazio-tempo, ma non così il campo elettromagnetico. Questo 
trova nello spazio-tempo riemanniano della relatività generale 
sintetica rappresentazione e concettualmente semplici risultano 
le leggi che lo governano, ma non trova interpretazione geo- 
metrica. 

Sin dal 1918 s’impose il problema di costruire una teoria 
relativistica unitaria che, facendo capo ad un unico campo spazio- 
temporale, desse una spiegazione di carattere geometrico del- 
l'inerzia, della gravitazione e dell’elettricità. Diverse furono le. 
teorie unitarie avanzate, anelanti a scoprire il misterioso legame 
che deve intercedere fra gravitazione ed elettricità. Anche 
Einstein vi dedicò 35 anni di duro lavoro, ma i risultati conse- 
guiti non compensarono le fatiche che erano costate. 

Per istituire una teoria unitaria non bastava ritenere lo 
spazio-tempo riemanniano quadridimensionale, bisognava am- 
pliarne la geometria: o ritenendolo riemanniano a più di 4 


29 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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dimensioni, o ritenendolo sì quadridimensionale, ma non rie- 
manniano perchè la sua metrica era più complessa della rieman- 
niana (43), oppure non riemanniano perchè, pur essendo la sua 
metrica ancora data dalla (43), i simboli di Christoffel erano 
sostituiti da altri coefficienti, a priori indipendenti dai coeffi- 
cienti della metrica, ma che, come i simboli di Christoffel, per- 
mettevano di eseguire la derivazione tensoriale, realizzando la 
connessione fra due intorni infinitesimi contigui. A quest’ultimo 
partito si attenne Einstein nell'ultima teoria unitaria da lui 
formulata. 

Nell'ultima teoria unitaria einsteiniana lo spazio-tempo è 
individuato dal campo di un unico tensore fondamentale Gug, 
non però simmetrico: la sua parte simmetrica dà i coefficienti 
gap della metrica (43); la sua parte emisimmetrica individua il 
campo elettromagnetico. Questo spazio-tempo gode di proprietà 
analoghe alle riemanniane, perchè, come il tensore gag negli 
spazi riemanniani, anche il tensore Gap funge da costante, ha 
cioè derivato tensoriale nullo, e questa condizione permette 
di legare i coefficienti di connessione alle componenti Gap e alle 
loro derivate ordinarie; in più, come negli spazi di Riemann, 
è costante il tensore di Ricci, che permette di costruire le for- 
mazioni esterne, quali i prodotti esterni, i rotori, ecc., e ciò fa 
sì che sia nullo un certo vettore I, dipendente dalla torsione, 
torsione che nello spazio-tempo unitario si presenta accanto 
alla curvatura. 

Per ottenere tutte le equazioni che reggono il campo uni- 
tario, e cioè le equazioni gravitazionali ed elettromagnetiche, 
basta ricavare le equazioni lagrangiane dal principio variazio- 
nale (44), subordinandolo però alla condizione 77, = o. In esso, 
naturalmente, l’invariante di curvatura R, che costituisce la 
densità lagrangiana, si otterrà componendo col tensore fonda- 
mentale G,g, non simmetrico, il tensore di curvatura contratto 
ReB, anch’esso non simmetrico e costruito con le sue derivate 
ordinarie prime e seconde nello stesso modo col quale il ten- 
sore di Riemann contratto è costruito con gag e le sue derivate 
ordinarie prime e seconde. 
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È ancora, come si vede, il procedimento lagrangiano che 
permette di ottenere le equazioni di campo nell’ultima teoria 
unitaria einsteiniana, ed è per questo che vi ho accennato alla 
fine di questa mia fugace esposizione sulla teoria della relatività. 


* 
* 


Lasciatemi concludere affermando che due sono i fonda- 
menti di questa teoria: in primo luogo il carattere assoluto della 
propagazione della luce e quindi dello spazio-tempo, invece 
che separatamente dello spazio e del tempo, come avviene nella 
fisica classica; in secondo luogo il metodo lagrangiano usato 
per ottenere sia le equazioni di movimento di un corpuscolo, 
che quelle che reggono i vari campi fisici, traendo queste equa- 
zioni da un principio variazionale formulato nello spazio-tempo. 
La fusione realizzata nello spazio-tempo fra spazio e tempo, 
l'unicità dell’algoritmo lagrangiano, capace di adattarsi alle 
varie circostanze fisiche, spiegano come e perchè la teoria della 
relatività pervenga a sintesi concettuali e algoritmiche tanto 
suggestive: quella di geometria e cinematica, di massa ed ener- 
gia, di campo elettrico e campo magnetico, d’inerzia e gravi- 
tazione. 
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Sviluppi e risultati 
della meccanica ondulatoria. 


» 


Riassunto. — S7 espongono brevemente i principi della Meccanica 
Ondulatoria ricollegandoli ai lavori classici di Lagrange, Hamilton 
e Jacobi, e si accenna poi al loro moderno inquadramento nella 
forma più generale della Meccanica Quantistica. Si passano in 
rapida rassegna le applicazioni della Meccanica Ondulatoria ai 
fenomeni di diffrazione degli elettroni e dei neutroni, e alla struttura 
degli atomi, delle molecole e dei cristalli, mettendone in evidenza 
‘le conferme sperimentali. Si accenna infine ai limiti di validità 
della Meccanica Ondulatoria e ai suoi rapporti con la moderna 
Teoria dei Campi. 


INTRODUZIONE. 


La Meccanica Ondulatoria non è altro che una partico- 
late formulazione matematica della Meccanica Quantistica, e 
soltanto nel quadro della M. Q. è possibile comprenderne la 
struttura logica in tutta la sua generalità. Essa ha però sulle 
altre possibili formulazioni il vantaggio di essere, almeno in 
certi casi, più facilmente accessibile all’intuizione: inoltre 
quasi tutti i problemi pratici della M. Q. si risolvono facendo 
uso della M. O. Ciò spiega la situazione di privilegio che a questa 
si dà di solito nelle trattazioni elementari. 

Il mio compito è di illustrare gli sviluppi e i risultati della 
M. O., ciò che non è evidentemente possibile fare in modo ade- 
guato nel breve spazio di una conferenza. Dovrò quindi essere 
assai schematico ed incompleto. Parlerò prima dei legami sto- 
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rici e logici che ricollegano la M. O. alla grande corrente di 
idee che nacque dalla Mécanique Analytique di Lagrange e si 
sviluppò in tutto il XIX secolo attraverso l’Opera di Hamilton, 
Jacobi e di altri. Poi farò una brevissima rassegna, poco più 
che una enumerazione, di alcuni dei campi della fisica a cui è 
stata applicata con successo la M. O., indicando anche quali 
sono i limiti oltre i quali la M. O. deve essere sostituita da una 
teoria più generale, che è la cosiddetta «Teoria dei Campi », 
attualmente in pieno sviluppo. 


LE ANALOGIE OTTICO-MECCANICHE. 


Luigi de Broglie ha raccontato in parecchi suoi scritti come 
sorse in lui la prima idea della M. O., e come questa idea si 
venne poi concretando in diverse forme successive di teoria, 
che egli andò elaborando, attraverso penosi dubbi e serie diffi- 
coltà, tra il 1925 e il 1928. La prima nota dal titolo « Ondes et 
quanta » fu presentata all'Accademia delle Scienze di Parigi 
il 10 settembre 1923, cioè quasi esattamente 40 anni fa. 

La prima ispirazione gli fu suggerita dal confronto tra il 
principio di F ermat, che riassume le leggi dell’ottica geometrica: 


(1) ò / “nds —.0 


e il principio della minima azione che esprime sinteticamente 
la forma della traiettoria di un punto materiale di data energia 
E in campo conservativo, U(x, y, 2): 


(2) 0 VE=T ds=o. 


Da questo confronto (del resto assai antico) risulta che le pos- 
sibili traiettorie del punto coincidono con i possibili raggi in 
un mezzo il cui indice di rifrazione (funzione del posto) sia 





proporzionale a VE — U(x, y, 2). Quindi la meccanica del 
punto in campo conservativo è formalmente identica all’ottica 
geometrica. 


454 E. PERSICO 


Ma l'ottica geometrica è solo un’approssimazione dell’ot- 
tica ondulatoria: ciò suggerì a de Broglie che la meccanica clas- 
sica fosse un’approssimazione di una più generale meccanica X, 
secondo la proporzione simbolica 


ottica geom. : ottica ondul. = mecc. class. : X. 


Come è noto la meccanica classica, così perfetta per i 
sistemi macroscopici, si era manifestata inadeguata per i moti 
degli elettroni entro l'atomo, così come l’ottiéa geometrica è 
inapplicabile ai sistemi ottici molto piccoli (confrontabili con 
la lunghezza d'onda): da ciò nacque in de Broglie la speranza 
che la meccanica X fosse quella da applicare appunto ai sistemi 
di dimensioni atomiche. Questa speranza era rafforzata dal 
fatto che le proprietà tipiche degli atomi, che la meccanica 
classica non riusciva a spiegare, erano essenzialmente certe 
discontinuità dell'energia e dei momenti angolari, collegate, in 
modo fino allora misterioso, a certi numeri interi detti « numeri 
quantici ». Ma appunto,i fenomeni di interferenza e di onde 
stazionarie, tipici dell’ottica ondulatoria, sono caratterizzati 
dall'intervento di numeri interi, il che poteva essere un altro 
indizio del carattere ondulatorio dei fenomeni intraatomici. 
È questa l’idea direttiva che condusse de Broglie alla M. O. 

Ma l'analogia formale tra ottica geometrica e meccanica 
classica va molto oltre il confronto dei princìpi variazionali. 
Essa è stata messa ampiamente in luce da Hamilton circa un 
secolo prima che sorgesse la M. O., in un elegante lavoro, che 
è stato ripreso e riesposto lucidamente da Schròdinger nella 
seconda di una serie di memorie fondamentali che egli pubblicò 
nel 1926 e che diedero alla M. O. la sua attuale forma matematica. 
Il lavoro di Hamilton era ben noto ai fisici e ai matematici 
all'epoca in cui lo utilizzò Schròdinger ma, come questi ebbe 
a notare, « nella maggior parte delle trattazioni moderne queste 
concezioni così potenti e feconde si presentano spoglie della 
magnifica veste intuitiva che aveva dato loro Hamilton, e che 
viene oggi lasciata da parte come un accessorio superfluo ». 
È invece proprio questa « veste intuitiva » che fornì a Schré- 
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dinger lo spunto per passare dalla Meccanica Analitica alla 
Meccanica Ondulatoria. 

Il lavoro di Hamilton consiste in una interpretazione cine- 
matica del metodo di Jacobi per l'integrazione delle equazioni 
del moto, fondato, come è noto, sull’equazione a derivate 
parziali (detta di Hamilton-Jacobi) 


OS 0S 
(3) H (a Do) uc 


(dove H(9, 9) è l’hamiltoniana del sistema). Un qualsiasi 
integrale « completo » S(9, #, a) di questa equazione è la « fun- 
zione principale » di Hamilton, da cui si ricavano, nel modo 


noto, le equazioni del moto. Nel caso conservativo la S è 
della forma 


(4) S(g, t, a) = W(g, a) — Et. 


Ora, l’interpretazione data da Hamilton a questo procedimento 
consiste nel considerare le superficie mobili S(g, t, a) = cost 
come possibili superfici d'onda (cioè di fase costante) di una 
propagazione ondosa nello spazio delle configurazioni (5): 
esse si spostano con una velocità normale « che (nel caso di un 
solo punto di massa m) è data da 


(5) u= SALZANO: 
Vam(E — U) 

e le loro traiettorie ortogonali, o «raggi», coincidono con le 

possibili traiettorie del punto. Si noti però che la v non è affatto 

uguale alla velocità del punto. 

Si noti poi che in questa teoria di Haritoi -Jacobi resta 
una larga arbitrarietà: essa non precisa la forma analitica 
della funzione che si propaga per onde (o « funzione d’onda »), 
(p. es. la sua dipendenza dal tempo) ma solo la forma delle super- 
ficie d’onda e il loro movimento. In altre parole, se si chiama 


(1) Prendendo come metrica di questo spazio ds = 2 (E — U) di*. 
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A(g, t) la ampiezza delle onde e ®(g, t) la loro «fase», cioè se 
la «funzione d’onda » si scrive nella forma Aeî?, la A resta del 
tutto arbitraria, e la g può essere una funzione arbitraria di S: 
cambiando tale funzione non cambia la forma delle superficie 
d’onda, nè la loro velocità di propagazione. 


L’EQUAZIONE DI SCHRODINGER. 


Per passare ora dalla meccanica classica a quella ondula- 
toria, la via più naturale, secondo Schròdinger, è di scegliere 
anzitutto in modo opportuno quegli elementi che la teoria di 
H. J. lascia arbitrari (ed è attraverso questa scelta che entrerà 
nella teoria la costante % di Planck): si dovrà poi sostituire alla 
equazione di H. J. un’equazione di propagazione ondosa, che 
si riduca a quella come caso limite per 4:+ 0. 

Ciò si può ottenere prendendo come funzione d’onda 


(6) w(9,t) = A(ge* = A(Qer"® pe 


(dove h sta per 4/27) e imponendo ad essa di soddisfare l’equa- 
zione differenziale delle onde: 

I 02% 
(7) | MARE ce 
dove la velocità di fase v è quella data dalla teoria di H.-J., 
cioè (per un punto di massa m) dalla (5). Si ottiene così la 
equazione 


2m 


(8) Ap +20 





(E-U)yp=o0 


che si chiama « equazione di Schròdinger per gli stati stazionari ». 
Come si vede dalla (6), la parte reale e quella immaginaria di 
y sono funzioni sinusoidali del tempo di frequenza 


E 
(9) rea 
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La lunghezza d’onda risulta, da (5) e (9), 


h 
no des 


cioè, detta $ la quantità di moto, 


(II) A 


Dalla (10) e (9) si ricava poi che la velocità di gruppo delle 
onde è 


(12) = | 4 e - U), 


e questa coincide con la velocità del punto secondo la mecca- 
nica classica. E si può verificare che al limite per 74 + o le super- 
fici d’onda si muovono proprio secondo l'equazione di H.-]. 

L’equazione di Schrédinger (8) trova la sua principale appli- 
cazione nei problemi in cui il campo di forze è tale che esistono 
soluzioni tendenti a zero all'infinito, o addirittura nulle all’in- 
fuori di una regione finita. In tal caso le condizioni al contorno 
per la y conducono a un problema di autovalori, impongono cioè 
al parametro E (e quindi alla frequenza ») certi valori, e le 
«autofunzioni » corrispondenti rappresentano delle onde sta- 
zionarie. 

Gli autovalori dell'equazione di Schròdinger possono for- 
mare un insieme discreto, o continuo, o parte discreto e parte 
continuo. Gli autovalori discreti corrispondono, nel modello 
classico, a un elettrone «legato » (cioè che si muove in una 
orbita tutta al finito), quelli continui a un elettrone che viene 
dall’infinito o va all’infinito (problemi di urto). Ora, la presenza 
di valori discreti dell’energia degli atomi («livelli energetici ») 
come è noto è la base empirica di tutta la spettroscopia ottica, 
infrarossa, ultravioletta e Rontgen, che permette di determinarne 
i valori con grande precisione. E mentre il carattere discreto 
di questi livelli era inesplicabile finchè si cercò di applicare agli 
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atomi la meccanica classica, esso resta invece giustificato dalla 
M. O. nel modo più naturale, e cioè in modo matematicamente 
analogo a quello che determina le frequenze proprie di vibra- 
zione di una corda. E l'accordo quantitativo coi dati sperimen- 
tali, come dirò fra poco, è eccellente. 


IL SIGNIFICATO DELLA FUNZIONE D'ONDA. 


Se questo è il significato fisico degli autovalori della (8) 
resta ora da parlare del significato fisico delle rispettive auto- 
funzioni y. 

Secondo le vedute oggi accettate dalla quasi totalità dei 
fisici, la y non rappresenta una grandezza fisica osservabile, 
ma solo un ente matematico che riassume sinteticamente tutte 
le informazioni che si possono avere sullo « stato » dell'elettrone. 

Non è questa una situazione nuova nella fisica. Si pensi 
p. es. ai potenziali elettromagnetici scalare e vettoriale: essi 
non sono grandezze direttamente osservabili (tanto è vero che 
possono essere cambiati con una «gauge-transformation ») ma 
da essi si possono ricavare tutte le informazioni relative al 
campo elettrico e a quello magnetico, grandezze direttamente 
osservabili. 

In modo analogo, dalla w di Schròdinger si possono rica- 
vare due grandezze (una scalare e una vettoriale) aventi signi- 
ficato fisico. Tale significato però (e qui è la novità) è di carat- 
tere probabilistico, cioè non permette di prevedere i risultati di 
misure fatte su un solo elettrone, ma solo i risultati statistici 
di misure fatte su un grandissimo numero di elettroni apparte- 
nenti ad altrettanti sistemi identici e nello stesso stato. 

Tali grandezze sono le seguenti (la w si suppone normaliz- 
zata, e y* è la sua complessa coniugata): 


(13) o= yy*, 


îh 
PISO * — gp 
(14) 1= Gm grad y* — y* grad y). 
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Là o ha il significato di una densità di probabilità: precisamente, 
o(x, y, 2, t) dx dy dz rappresenta la probabilità che, se si esegue 
un’esperienza diretta a rivelare l’elettrone al tempo £ (p. es. 
mediante un’emulsione fotografica) esso risulti localizzato nel- 
l'elemento di volume dx dy dz. Perciò si dice che o è la « densità 
di probabilità di presenza », o, brevemente, la «densità di 
presenza ». 

Il vettore j ha un significato probabilistico un po’ più 
lungo da spiegare: mi limiterò a dire che esso si chiama « densità 
di corrente probabilistica ». 

È notevole il fatto che 0 e j soddisfano la relazione 


ta) Ri 
(15) do +divj=0, 





che è analoga all’equazione di continuità della idrodinamica ed 
esprime la conservazione delle particelle. 

L’interpretazione probabilistica della y contiene una delle 
più radicali innovazioni introdotte nella fisica dalla M. O. e 
cioè l’indeterminismo. Questa interpretazione fu raggiunta fati- 
cosamente dopo non pochi tentativi fatti in varie direzioni, tra 
il 1923 e il 1928, per dare un significato fisico alla « funzione 
d’onda » y: citerò fra questi tentativi la teoria del pacchetto 
d'onde, di Schrédinger, quella della doppia soluzione e quella 
dell’onda pilota, entrambe di de Broglie, e la teoria idrodinamica 
di de Broglie e di Madelung: tutte si rivelarono insostenibili 
per una ragione o per l’altra. Fu Max Born che, in una nota del 
1926, propose l’interpretazione probabilistica della y (e in pari 
tempo il principio di sovrapposizione di cui dirò tra un mo- 
mento), ma delle idee così nuove non furono accettate senza con- 
trasti, i quali durarono fino al 1928, anno in cui lo stesso de 
Broglie aderì al punto di vista di Born. A consolidare questo 
punto di vista contribuì fin dal 1927 Heisenberg il quale, in una 
nota memorabile, dimostrò in modo del tutto generale, fondato 
su un esame epistemologico delle definizioni di coordinate e di 
momenti, il suo famoso principio di indeterminazione (Api Agi = 
= h/2). Da questo esame risulta che il concetto di probabilità 
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entra nella M. O. in modo assai più radicale che non nella clas- 
sica teoria cinetica dei gas, e cioè non per la pratica impossi- 
bilità di misurare tutti i parametri del problema, ma perchè 
la definizione operativa di tali parametri esclude la possibilità, 
sia pure concettuale, di determinarli tutti. Questo punto di 
vista è stato poi ampiamente discusso e approfondito anche nei 
suoi aspetti filosofici da Bohr, da Reichenbach e altri, ed è 
oggi accettato dalla quasi totalità dei fisici. 

Non va taciuto tuttavia che nel 1952 Bohm, e poi (1954) 
Bohm e Vigier, hanno tentato di risuscitare 'la vecchia teoria 
determinista (detta della «doppia soluzione ») di de Broglie, 
cercando di eliminarne le incongruenze mediante l'introduzione 
di nuove ipotesi. In seguito a ciò lo stesso de Broglie si è riac- 
costato alle sue vecchie idee e da 12 anni va apportando a questi 
tentativi il contributo della sua competenza ed autorità. Si 
deve però riconoscere che questi lavori, nonostante l’indiscussa 
autorità dei loro Autori, hanno finora raccolto scarsi consensi 
fra i fisici, forse perchè l’artificiosità delle ipotesi non è stata 
ancora ripagata da alcuna conferma sperimentale. 


, IL PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE 
E L’EQUAZIONE GENERALE DI SCHRODINGER. 


Il significato probabilistico della funzione d’onda v (0 
meglio di |y|z) di cui ho parlato finora non è necessariamente 
limitato ad una y della forma (6), cioè funzione sinusoidale del 
tempo. Questa corrisponde a ciò che in ottica è luce monocro- 
matica. Ma è concepibile che un elettrone possa trovarsi in 
uno stato rappresentato da una w che dipenda dal tempo in 
modo del tutto generico e che con una analisi di Fourier si 
potrà considerare come una combinazione lineare (o un inte- 
grale) di termini della forma (6) con diverse frequenze (l’analoga 
cioè della luce non monocromatica). P. es. sia 

. E 
h 


ili 


(16) w= DI, CnUn(g)e 
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dove le U,, sono altrettante autofunzioni della (8) corrispondenti 
agli autovalori E,, e le C, sono costanti arbitrarie. Quale signi- 
ficato può attribuirsi a, una funzione d’onda siffatta? Essa 
rappresenta uno stato dell’elettrone, in cui è indeterminata 
non solo la posizione ma anche l’energia. Precisamente, se si 
esegue una misura di energia si può trovare ognuno dei valori 
E,,, con le rispettive probabilità proporzionali a |Cy|?. 

È questo il principio di sovrapposizione, introdotto (come 
ho accennato prima) da Born nel 1926. 

La funzione d’onda (16) naturalmente non soddisfa la (8) 
ma un'equazione più generale detta equazione temporale di 
Schréòdinger: 


21m __ 21m dv 
(17) Ay — a di pag ra "Di 





Essa si può considerare ottenuta dalla equazione classica 
H(q, p)j= È 


con la sostituzione 


o Igt 


(18) pi>— ihr a 





ossia si può scrivere (e questa è la forma più generale della 
equazione di Schrédinger, valida in qualunque sistema di 
coordinate e anche per sistemi di più particelle) 


AR, RC AA 
(19) in — H(g — th 7): 


Il principio di sovrapposizione, dando un significato alla 
«addizione » di più stati, ha aperto la via ad una generalizza- 
zione matematica estremamente elegante e feconda della M. O. 
Essa consiste nel considerare gli «stati» di un elettrone (o, 
più generalmente, di un sistema) come uno spazio lineare 
(a infinite dimensioni), e applicare ad esso i concetti e gli algo- 
ritmi dell'algebra lineare. Da questo punto di vista, i postulati 
della M. O. che ho ricordato poco fa, circa l’interpretazione 
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degli autovalori dell'equazione di Schròdinger, e circa l’inter- 
pretazione probabilistica della w e dei coefficienti C,, del suo 
sviluppo di Fourier, non sono che casi particolari di un postu- 
lato generale, che consente di calcolare, dato il «vettore di 
stato » di un sistema, i risultati che può fornire la misura di una 
qualsiasi grandezza fisica (od «osservabile ») ad esso relativa, e 
le rispettive probabilità. 

Ma questa, che è la forma più completa della Meccanica 
Quantistica, non rientra nell’ambito della mia relazione, la 
quale deve essere circoscritta alla M. O. La M. O. si può consi- 
derare come una rappresentazione particolare della Meccanica 
Quantistica ottenuta riferendo lo spazio vettoriale degli stati 
a un particolare sistema di assi. 


LA M. O. RELATIVISTICA. 


Questa di cui ho parlato finora è la M. O. non relativista: 
è chiaro infatti che l’equazione di Schrédinger non è invariante 
nelle trasformazioni di Lorentz, poichè la variabile tempo ha 
in essa una posizione privilegiata. Questa teoria fu concepita 
originariamente per gli elettroni, ma fin dai primi anni fu chiaro 
che essa doveva essere applicabile (almeno nei suoi principi) 
a tutti gli enti chiamati (impropriamente) « particelle », (una 
notevole applicazione ne fece infatti Gamow alle particelle 
alfa). Oggi sappiamo che è vero che per tutte le cosiddette 
« particelle » (oggi assai più numerose di allora) vale una M. O,, 
ma che questa non è esattamente la stessa per tutte. Quella di 
Schròdinger si deve considerare come la approssimazione non 
relativista della M. O. delle particelle prive di spin (oggi sap- 
piamo che ne esistono: i mesoni x e K). 

Per le altre particelle la M. O. di Schròdinger è approssi- 
mata non solo perchè non è relativista, ma anche perchè non 
tiene conto dello spin (e del relativo momento magnetico). 
Un perfezionamento in questo senso fu introdotto da Pauli 
nel 1927, aggiungendo alle coordinate x, Y, Z, per rappresentare 
lo spin, una quarta variabile, suscettibile di due soli valori 
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(il che equivale a sostituire alla y due funzioni wr(%, y, 2, è) e 
w2(%, y, 2, t)). Si ottiene così una teoria non relativista applica- 
bile a tutte le particelle a spin h/2 come gli elettroni, i protoni 
e i neutroni. 

Ma gli effetti dello spin sono, nella maggior parte dei casi, 
dello stesso ordine di grandezza delle correzioni relativistiche. 
E di entrambi gli effetti, difatti, rende conto simultaneamente 
la M. O. relativista, dovuta a Dirac (1928) della quale farò ora 
un brevissimo cenno. 

Se la stessa sostituzione (18), con cui dalla hamiltoniana 
classica si ricava l’equazione di Schròdinger, si applica alla 
hamiltoniana relativista, si ottiene l'equazione detta di Klesn- 
Gordon, che si può scrivere (limitandoci al caso di assenza di 
forze) 


I 0w _(mc\? 
do n-I3Eper 





Essa è relativisticamente invariante, ma non tiene conto dello 
spin. Si può considerare quindi come l'equazione della M. O. 
dei prioni (0 mesoni x). 

La teoria di Dirac invece, applicabile agli elettroni e a 


tutte le altre particelle di spin 2 , sostituisce alla unica y una 


quaterna di funzioni (wr, v2 43, v4), che nelle trasformazioni 
di Lorentz si trasformano secondo una certa legge per cui si 
possono considerare come le componenti di un ente intrinseco 
chiamato spinore. Si impone ad esse di soddisfare un sistema 
di quattro equazioni del 1° ordine in x, y, 2, #, che si possono 
scrivere sinteticamente, con notazione matriciale e usando le 
notazioni relativistiche (x, = 102): 


d me 
(0 Voti Mnno 


(dove le y, sono quattro matrici quadrate di 4° ordine e y è la 
matrice a una colonna delle wr, 42, 43, y4). Le matrici y, sono 
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scelte in modo che l'equazione di Klein-Gordon sia una conse- 
guenza delle (21) per le quattro y,. La densità di presenza è 


4 


(22) i DE Bla 


I 


Questo formalismo ha condotto a due risultati di grande 
interesse fisico. In primo luogo esso rende conto in modo per- 
fetto dello spin h/2 e delle sue singolari proprietà di quantiz- 
zazione, nonchè del momento magnetico ad esso collegato, per 
il quale fornisce il valore (detto « magnetone di Bohr ») 


eh 
2me È 





(23) Ho = 


Il valore sperimentale è invece Lo(1,001145 + 0,000013). La 





concordanza è notevole, ma la differenza è al di fuori degli errori 
sperimentali: ne riparlerò tra un momento. 

In secondo luogo, la teoria di Dirac conduce alla inaspet- 
tata previsione di stati a energia (intrinseca) negativa, o se si 
vuole a massa negativa. Questi stati, con una ingegnosa ipotesi 
che sarebbe troppo lungo spiegare, sono stati ricollegati all’esi- 
stenza di antiparticelle di cui la prima, scoperta nel 1932 (5 anni 
dopo la teoria di Dirac) è il positone, o elettrone positivo. 


LA DIFFRAZIONE DEGLI ELETTRONI E DEI NEUTRONI. 


Dedicherò il resto di questa relazione a una rapida rassegna 
delle principali applicazioni della M. O. e ad alcune delle sue 
conferme sperimentali. ; 

La prima di queste conferme fu, come è noto, la diffrazione 
degli elettroni da parte di un cristallo, scoperta da Davisson e 
Germer nel 1927 in base alle previsioni della M. O. È difficile 
immaginare, per chi non ne ha memoria personale, quale enorme 
impressione produsse tra i fisici questo fenomeno che contra- 
stava così apertamente con l’immagine corpuscolare degli 
elettroni, a cui tutti eravamo abituati. 
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Le esperienze di Davisson e Germer furono subito ripetute 
in vari laboratori con tecniche diverse e sempre più raffinate, 
e si riuscì così a verificare con notevole precisione la relazione 
(11) tra lunghezza d’onda di de Broglie e quantità di moto degli 
elettroni. Si è in particolare verificato che, quando si tratta di 
elettroni di energia cinetica non trascurabile rispetto a mc?, è 
la espressione relativistica di ), e non quella classica, che va 
posta nella (II). 

Oggi, il fenomeno della diffrazione elettronica è utilizzato 
correntemente (mediante apparecchi che si trovano in com- 
mercio) per lo studio della struttura degli strati superficiali dei 
solidi (p. es. per lo studio delle alterazioni di struttura prodotte 
da pulimento, da gas occlusi etc.). Questa tecnica è assai supe- 
riore, per tali scopi, a quella fondata sulla diffrazione dei raggi 
X, perchè questi ultimi penetrano in profondità e sono quindi 
più adatti a dare informazioni sulla struttura dell'interno del 
solido, mentre la diffrazione elettronica avviene essenzialmente 
in superficie. 

Accanto alle esperienze di diffrazione degli elettroni vanno 
anche ricordate quelle di diffrazione dei neutroni su cristalli 
le quali, fatte per la prima volta nel 1936 da Ha/ban e Preiswerk, 
si sono sviluppate soprattutto dopo che l’invenzione dei reattori 
nucleari ha reso disponibili sorgenti assai intense di neutroni 
(ricorderò in particolare le esperienze di Fermi, Marshall e 
Marshall del 1947). Queste esperienze hanno dimostrato diret- 
tamente la validità della M. O. anche per i neutroni e hanno 
fornito uno dei metodi migliori per realizzare fasci monoenerge- 
tici di neutroni. 


LA STRUTTURA DEGLI ATOMI. 


Il più vasto campo di applicazione della M. O. è senza 

dubbio la struttura degli atomi e delle molecole. In linea di 
l principio dalla sola conoscenza del numero atomico (e, per 
certi dettagli di alta precisione, anche della massa atomica e 
del momento magnetico del nucleo) dovrebbe essere possibile 


30 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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ricavare tutte le proprietà non nucleari dell'atomo: in parti- 
colare, i livelli energetici e quindi lo spettro (e questa è la prova 
più severa per la teoria, data la abbondanza e la precisione dei 
risultati sperimentali in spettroscopia) e inoltre le proprietà 
magnetiche, elettriche e chimiche. 

Questo ideale è raggiunto perfettamente per gli atomi di 
idrogeno e di elio, e per gli ioni ad essi analoghi. La spiegazione 
dello spettro dell'idrogeno, come è noto, era già stata ottenuta 
dalla vecchia teoria quantistica di Bohr e Sommerfeld, ma questa 
teoria falliva completamente nel caso dell’elio. La M. O. invece 
superò felicemente anche questa prova. Naturalmente, per 
rendere conto della « struttura fina » di questi spettri, non basta 
l'equazione di Schròdinger ma si deve far uso della M. O. rela- 
tivistica con spin, cioè della equazione di Dirac. Per dare un’idea 
quantitativa del significato di «struttura fina», dirò che le 
righe spettrali dell’idrogeno, che in un comune spettroscopio 
appaiono semplici, con mezzi di alta risoluzione si rivelano essere 
gruppi di righe le cui frequenze differiscono fra loro di meno 
di 1/10.000 del loro valore. Fino a questo grado di precisione 
la M. O. relativista di Dirac è in accordo con l’esperienza. 

Ma qui incontra anche uno dei suoi limiti. La tecnica delle 
microonde ha reso possibile misurare indirettamente differenze 
di livelli ottici molto minori di quelle della struttura fina. È 
stato così scoperto, nel 1947, da Lamb e Retherford, che i due 
livelli dell'idrogeno 25:)2 e 2P)., che secondo la M. O. dovreb- 
bero coincidere, differiscono tra loro di 1,28 milionesimi del 
loro valore. Questo spostamento (chiamato Lamb-shift) è stato 
spiegato con grande esattezza dalla teoria dei campi, come un 
effetto della interazione dell'elettrone col suo proprio campo 
di radiazione, effetto di cui la M. O. non tiene conto. Lo stesso 
effetto spiega assai esattamente la piccola differenza, che ho 
rilevato poco fa, tra il valore sperimentale del momento magne- 
tico dell’elettrone e il momento uo (form. 23) dato dalla M. O. 

Se dall’idrogeno e dall’elio passiamo ad atomi di numero 
atomico più elevato, il calcolo dei livelli energetici con la M. O. 
diviene enormemente più complicato e può essere fatto solo 








SVILUPPI E RISULTATI DELLA MECCANICA ONDULATORIA 467 


con metodi di calcolo approssimati. È particolarmente notevole 
in questo campo la monumentale opera di D. R. Hartree e dei 
suoi collaboratori, che dal 1927 in poi hanno sviluppato e appli- 
cato a numerosi atomi un metodo di approssimazioni succes- 
sive detto dei «campi autocompatibili ». 

Negli ultimi anni, naturalmente, l’uso dei calcolatori elet- 
tronici ha permesso di affrontare questi problemi con molto 
maggiori risorse. Bisogna dire però che sono pochissimi i fisici 
che si dedicano a questo lavoro. Va segnalato in particolare il 
gruppo diretto dall’italo-israeliano KRacah, che ha calcolato 
sistematicamente atomi e ioni assai complessi come i metalli 
ferrosi e le terre rare. Il problema matematico, per il quale si 
usa la macchina elettronica, consiste principalmente nel diago- 
nalizzare delle matrici di ordine pari al numero dei livelli ener- 
getici che interagiscono (p. es. in un caso tipico 46). I livelli 
così calcolati vengono usati per calcolare le frequenze dello 
spettro, che poi sono messe a confronto con lo spettro osservato. 

In questi casi, naturalmente, la concordanza non è di 
alta precisione come quella che si ottiene per l'idrogeno e per 
l’elio, ma lo scopo di questi calcoli non è tanto quello di ottenere 
una conferma della teoria, quanto di avere un criterio per la 
classificazione delle numerosissime righe di questi spettri e per 
il loro coordinamento ai vari tipi di transizione. 


LA STRUTTURA DELLE MOLECOLE. 


Per quanto riguarda la struttura delle molecole devo ricor- 
dare anzitutto che uno dei risultati più importanti conseguiti 
dalla M. O. è stata la scoperta, dovuta ad Heisenberg, della 
cosiddetta « forza di scambio ». È questa una forza che, secondo 
la M. O., si deve manifestare tra due nuclei (indipendentemente 
dalla loro repulsione elettrostatica) quando nel loro comune 
campo di forza esiste un sistema di onde di de Broglie stazio- 
narie, cioè quando due atomi vengono ad avere uno o più elet- 
troni in comune. Questa forza (la cui interpretazione intuitiva 
è piuttosto difficile) è una conseguenza diretta dei principi della 
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M. O. e del principio di Pauli, e fornisce la spiegazione dei 
legami chimici omeopolari. 

È stato questo il punto di partenza di un vastissimo campo 
di ricerche, chiamato talvolta «chimica quantistica », il cui 
oggetto è dedurre per quanto possibile le proprietà fisiche e 
chimiche delle molecole dai principi della M. O. Naturalmente 
l'integrazione dell’equazione di Schrédinger per gli elettroni di 
una molecola richiede in generale calcoli ancora più complessi 
che per un solo atomo, e si deve fare largo ricorso ai metodi di 
calcolo numerico. Ricorderò tra i principali risultati di queste 
ricerche: 


a) — la configurazione geometrica della molecola, cioè la 
posizione relativa dei nuclei e la distribuzione spaziale della 
densità di presenza dei singoli elettroni; 


5) — il calcolo (che ne discende immediatamente) dei 
momenti d'inerzia della molecola rispetto ai vari assi baricen- 
trici, e quindi le frequenze degli spettri di rotazione; 


c) — le frequenze dei vari modi di vibrazione della mole- 
cola, che (insieme alle precedenti) costituiscono lo spettro in- 
frarosso; 

d) — i livelli energetici degli elettroni, e quindi lo spettro 
di bande visibili e ultraviolette. 


LA FISICA DEI SOLIDI. 


Gli elettroni appartenenti agli atomi di un cristallo si tro- 
vano soggetti non solo al campo di forza del proprio atomo ma 
anche a quelli degli altri atomi del reticolo cristallino. Per cal- 
colarne la y si deve dunque porre, nella equazione di Schréòdinger, 
una U(x, y, 2) periodica in ciascuna delle coordinate. 

La propagazione delle onde di de Broglie in un tale campo 
di potenziale periodico è stata studiata specialmente da Bri/- 
louin, utilizzando i lavori matematici di Mathieu e di Hill. 
Essa dà luogo a una curiosa distribuzione dei livelli energetici 
in «bande», praticamente continue, separate da intervalli 
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vuoti. Da questa distribuzione dei livelli è possibile ricavare 
(utilizzando anche i risultati fondamentali della statistica di 
Fermi) le proprietà elettriche, termiche e magnetiche del cristallo, 
il suo spettro di assorbimento nel visibile e nell’ultravioletto e il 
suo spettro di Rontgen. In particolare, la teoria spiega la distin- 
zione, così caratteristica, dei solidi in tre classi nettamente e 
qualitativamente distinte nei riguardi della conduzione elet- 
trica (conduttori, semiconduttori ed isolanti) e spiega anche per- 
chè alcuni metalli siano ferromagnetici ed altri no. Oggi, come 
è noto, la fisica dei solidi è uno dei campi più fiorenti della fisica, 
ed è anche ricca di applicazioni pratiche, tra cui forse la più 
notevole è l'invenzione del transistor, che difficilmente sarebbe 
stata possibile senza la teoria della conduzione elettrica fornita 


dalla M. O. 


LA TEORIA DEI CAMPI E I LIMITI DI VALIDITÀ 
DELLA MECCANICA ONDULATORIA. 


I concetti fondamentali ed i metodi della M. O. si appli- 
cano, come ho già accennato, non solo agli elettroni, per i quali 
essa fu creata, ma anche a tutti gli altri enti che seguitiamo a 
chiamare convenzionalmente « particelle », benchè ciascuna di 
esse sia rappresentata da una funzione d’onda (eventualmente 
a più componenti) ossia, come oggi si usa dire, da un « campo »: 
tali sono, oltre agli elettroni, i protoni, i neutroni, le varie specie 
di mesoni, i fotoni. P. es., i pioni (sia neutri, x, che carichi, 
a+ e x-) sono rappresentati da una funzione d’onda y a una 
sola componente; gli elettroni, i protoni e i neutroni dalla w 
a quattro componenti della teoria di Dirac (e solo approssima- 
tivamente, come ho detto sopra, dalla w di Schròdinger); i 
fotoni dalle quattro componenti del potenziale elettromagnetico. 
Si noti che le particelle con carica elettrica sono rappresentate 
da funzioni d'onda complesse, quelle neutre (come i #° e i 
fotoni) da funzioni d’onda reali. 

Le equazioni differenziali che reggono questi diversi « cam- 
pi» sono delle generalizzazioni dell'equazione di Schrédinger, 


470 E. PERSICO 


e si possono ottenere tutte con un metodo unitario, che deriva 
dal principio di Hamilton. Si ammette che tutte le proprietà 
di ciascun tipo di particelle siano contenute in una espressione, 
formata con le componenti della funzione d’onda e le loro deri- 
vate, che si chiama «densità di lagrangiana » di quel tipo di 
particelle. Integrando la densità di lagrangiana in un dominio 
quadridimensionale dello spazio-tempo si ottiene un integrale, 
cui si impone di essere stazionario rispetto alle variazioni della 
funzione d’onda: così si ottengono le equazioni (relativistica- 
mente. invarianti) cui soddisfano le componenti della funzione 
d’onda. L'equazione di Klein-Gordon (20), quella di Dirac (21) 
e quella dei potenziali elettromagnetici, sono casi particolari 
di tali equazioni. Con opportune estensioni dei procedimenti 
classici si passa poi dal formalismo lagrangiano a quello hamil- 
toniano. E se nella stessa regione dello spazio-tempo coesi- 
stono diversi tipi di campo (p. es. onde di de Broglie e campo 
elettromagnetico) l’hamiltoniana del sistema si dovrà scrivere 
come somma delle hamiltoniane dei singoli campi, più un ter- 
mine misto che rappresenta la loro interazione: è questo il 
modo più spontaneo e razionale di introdurre nei calcoli tale 
interazione. 

Da questo punto di vista risulterà abbastanza chiaro quale 
è la principale imperfezione della M. O. di Schròdinger e di 
Dirac, e ciò che determina i limiti della sua validità. Si consi- 
deri, p. es., l'equazione di Schréòdinger per l’elettrone dell'atomo 
di idrogeno: essa si ottiene dalla (8) ponendovi al posto di U il 
potenziale del campo elettrico dovuto al nucleo, cioè — e2/r 
(dove 7 è la distanza tra l’elettrone e il nucleo), valutato dunque 
come se l’elettrone e il nucleo fossero due cariche puntiformi. 
In altre parole, nell’espressione di U si adotta il modello corpu- 
scolare, dimenticando momentaneamente la natura ondulatoria 
di tali enti. È questo, manifestamente, un modo di procedere 
poco coerente: il procedimento corretto consiste, in armonia 
con quanto ho detto poco fa, nel trattare il nucleo, l’elettrone 
e il campo elettromagnetico come tre campi in interazione tra 
loro. Da questa incoerenza deriva la già accennata piccola discre- 
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panza tra la M. O. e i risultati sperimentali, che si manifesta nel 
Lamb-shift, e che è perfettamente sanata dalla Teoria dei 
Campi. 

Fortunatamente, in questo caso la M. O. rappresenta, come 
si vede, una approssimazione eccellente della Teoria dei Campi: 
lo stesso avviene praticamente in tutta la fisica atomica, in cui 
perciò la M. O. conserva tutta la sua validità. Dove invece la 
M. O. è del tutto insufficiente è nel dominio delle collisioni tra 
particelle di alta energia, come quelle dei raggi cosmici e dei 
moderni grandi acceleratori. In queste collisioni non è general- 
mente valida la legge della conservazione del numero ‘delle par- 
ticelle: p. es., la collisione di due protoni di alta energia può dar 
luogo a due protoni più un pione neutro, particella instabile che, 
dopo un tempo dell'ordine di 10-15 secondi, può decadere spon- 
taneamente trasformandosi in un elettrone positivo, uno nega- 
tivo e un fotone (oppure in altri modi). L'esperienza rivela una 
grande varietà di questi fenomeni, che la M. O. è del tutto inca- 
pace di interpretare. È questo il dominio di applicazione della 
Teoria dei Campi che, pur essendo ancora in fase di sviluppo, 
ha già raccolto larga messe di notevolissimi risultati, special- 
mente in quella parte di essa che riguarda le interazioni tra il 
campo elettromagnetico e gli elettroni, e che prende il nome di 
« Elettrodinamica Quantistica ». 





MARIO VERDE 





L’operatore lagrangiano 
in meccanica quantistica. 





Riassunto. — I/ formalismo lagrangiano della dinamica classica oppor- 
tunamente ampliato serve ancora oggi a descrivere soddisfacente 
mente il movimento in regioni spaziali di diametro non inferiore a 
to-13 cm. Si illustrano brevemente le difficoltà che si presentano 
nell'affrontare la dinamica a distanze inferiori a 10-13 cm e si 
accenna ar possibili sviluppi delle teorie future. 


Non è possibile in un discorso di così breve durata quale 
è quello che mi accingo a fare, di presentare in maniera esau- 
riente sia pure alcuni aspetti dell’impostazione Lagrangiana 
della meccanica quantica moderna. Ho preferito dunque, piut- 
tosto che addentrarmi nei dettagli di questioni particolari, che 
in ogni modo riuscirebbero di scarso interesse per la maggior 
parte dell’uditorio, svolgere la mia trattazione cercando di 
dare un rapido sguardo d’insieme sugli sviluppi più recenti del 
metodo lagrangiano nella dinamica subatomica. 

C'è subito da dire che se da una parte possiamo ritenere 
che il metodo lagrangiano è quello che si è rivelato più efficace 
nell’arduo compito di creare un ordine intellettivo anche nella 
dinamica dei più piccoli dominî spaziali, che ci è dato attual- 
mente di osservare, siamo ben lontani da quel mirabile stadio 
contemplativo che ci viene offerto dalla descrizione del movi- 
mento dei corpi su scala macroscopica od atomica. 

Le difficoltà da superare sono ancora gravi come accen- 
neremo in seguito e come è naturale che avvenga quando ci si 
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accinge a discorrere delle più riposte manifestazioni dinamiche 
della Natura. 

È tuttavia titolo di merito straordinario del nostro sommo 
Lagrange che il suo nome ricorra ancora oggi così frequen- 
temente nello studio di questi fenomeni da parte della fisica 
teorica. 


I. — LA LAGRANGIANA E LA FUNZIONE CARATTERISTICA DI 
HAMILTON NELLA DINAMICA NON RELATIVISTICA. 


Mi sia consentito di richiamare alla mente, nella maniera 
più concisa possibile, l’uso che la dinamica classica fa della 
funzione di Lagrange. 

Un problema dinamico a » gradi di libertà gi ... 9, è carat- 
terizzato da una funzione di Lagrange 


L(4, 9, 1) 


q sta brevemente ad indicare l’ennupla 9: ... 9, delle variabili 
che per comodità chiameremo di posizione e delle loro derivate 
rispetto al parametro £ che chiameremo tempo cioè delle ve- 
locità g. ; 
Se il funzionale i Ldt ammette per ogni coppia di N + I 
bi 
valori gi, ti, q, t; (facenti parte di un certo dominio) un unico 
estremale che rende cioè nulla la variazione prima è | Ldt, pos- 
siamo definire una metrica attraverso la funzione 


(1) S(giti ; 4.3) — [,1a 
essendo l’integrazione eseguita lungo l’estremale. 

Si tratta della così detta azione globale durante il movi- 
mento da # a # indicata indifferentemente come distanza geo- 
detica dei due punti gi, g oppure anche funzione caratteristica 
oppure cammino ottico. La sua conoscenza esaurisce la tratta- 
zione di un problema di moto classico. 
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Eliminando le 4 per mezzo di: 





BIT CR 
RI ai 
ds aL 
i a 


e introducendo ove possibile la funzione hamiltoniana H = 


= >Y Dgr — L si passa alla trattazione hamiltoniana del movi- 
E 


mento. In essa si parla delle 2N variabili canoniche relative ad 
un dato istante, ;, 9; (per l'istante #;) o $, q (per #). 

La trattazione hamiltoniana fa uso perciò della nozione di 
coordinata di posizione e di impulso corrispondente, invece di 
posizione e velocità del caso lagrangiano. Potrebbe sembrare su- 
perfluo volere stabilire distinzioni tra queste due impostazioni che 
sono equivalenti ‘per la ricerca del movimento dei sistemi classici. 

’è di fatto che la meccanica quantica si è sviluppata sto- 
ricamente adoperando l'impostazione hamiltoniana, con l’at- 
tribuire alle coordinate e impulsi canonici il ruolo di operatori 
hermitiani di uno spazio hilbertiano e col fissare le parentesi 
di commutazione tra due qualsivoglia variabili dinamiche con 
la ricetta: 


270 {Q:(P, 9)Q2(P, 9) — L2(d, 9) Q:(d, } = 20rÎ(2, 2 


(che è un operatore hermitiano) pari alla costante di Planck 
per la parentesi di Poisson classica: 





ì 02: 02; 027 a 
2:, Qu = — 
pica Zi dan — 09x dba 


in questo c'è da porre in evidenza che si tratta di quantità 
invarianti per trasformazioni canoniche. Nel membro di destra 
2: e Q, si intendono variabili classiche e non operatori. 

Non è facile in meccanica quantica definire un'operazione 
di differenziazione rispetto ad un operatore qualunque, perciò 
non fu facile tradurre in meccanica quantica le equazioni del 
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moto di Lagrange che implicano operazioni di derivazioni par- 
ziali rispetto a coordinate e velocità. 

Nell’impostazione hamiltoniana si usano i riferimenti dello 
spazio hilbertiano che rendono diagonali il massimo numero 
di variabili dinamiche indipendenti caratterizzanti un certo 
sistema. Supponiamo che queste siano le g; relative ad un dato 
istante 4; e sia w(gi, ti) l’autofunzione corrispondente. L’'evolu- 
zione temporale del riferimento è retta dall’equazione integrale 


() va )=fC@t tati (> 
equivalente all’equazione di Schroedinger (') 


2 OY 
— ih pe Hw 

dqi sta per l'elemento di volume a N dimensioni delle N coordi- 
nate gi. Questa equazione, che è poi l’espressione analitica della 
costruzione di Huygens nel senso che il fronte d’onda w(gi, ti) 
dell’istante iniziale #; migra per formare all’istante # il fronte 
d'onda y(g, t), è a fondamento della meccanica quantica come 
di un qualsiasi fenomeno in cui si tratta di propagazione di un 
segnale. La conoscenza della funzione (?) G che opera questa 
trasformazione esaurisce infatti il problema del moto nel senso 
che |G|: è la probabilità che si realizzino le configurazioni q 
all'istante # se una misura delle configurazioni all'istante #; ci 
ha dato gi. 

È G(g, t; gi, t;) che va posto a confronto colla funzione carat- 
teristica S(g, #; gi, ti) della dinamica classica, costituendo lo 


(1) h sta abbreviatamente per a 


(2) G è solo impropriamente una funzione, è effettivamente quella 
che i matematici chiamano oggi una distribuzione. Basti pensare che 
G (g,t; q;, t;) deve essere altamente singolare per poter riprodurre 


w(4, 1) = v(4;, t) pert=t, Inoltre fe (gt; di hi) da IA GSi 


attribuiscono correntemente nomi diversi, quali ad esempio di funzioni 
di Green o più semplicemente di propagatori. 


. 
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strumento che permette di introdurre in meccanica quantica il 
metodo lagrangiano. 
In una celebre memoria (3) del 1932 Dirac ha chiaramente 
is 
indicato per primo come ciò è possibile. Se poniamo A = e # 
l'analogia tra A e G diventa palese. Occorre per questo consi- 
derare la proprietà gruppale del propagatore (4) 


(3) (G|q) = J (26 | 2) dat, (9, | %)); (la > bi) 


o più in generale 
4 (219) = J (06 1 Am) dl (dm | Am -2) Ads +e (92 195) dg: (9:19) 


essendo 9, ... 9: le coordinate corrispondenti a una suddivisione 
qualsiasi dell’intervallo temporale (t;, #) con m intervalli inter- 
Medi fiia. 

Potendosi scegliere l'intervallo tra #, #,m piccolo a piacere, 
basta conoscere l’analogo classico di (q +dilgi) che risulta 


dg 


IRA na, ca) S(detato Da) 

Parimenti possiamo affermare che la lagrangiana non è 
tanto da intendersi una funzione oltre che di una certa posizione 
anche della velocità ad essa concatenata quanto una specie di 
misura da associare ad una coppia di coordinate. 


Più precisamente si può scrivere (5) 
95 AS 

Des hN12 paci e A h 
(5) (qt+atl91) y | ai 








essendo il determinante formato da d25/09dwiLa e ciascuna q 
si intende corrispondere agli N gradi di libertà. Con l’ausilio 


(3) The Lagrangian in quantum mechanics: Physikalisches Zeitschrift 
der Sovietunion, vol. 3 (1933); si veda anche il volume dello stesso autore: 
I fondamenti della meccanica quantica, Boringheri, Torino. 

(4) Per scrivere di meno e secondo la consuetudine al posto di 
G (4, t; 9 t, ) porremo (9;|q;,)- 

(9) C. MORETTE, « Phys. Rev. », 81, 848 (1951). 
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di (5) è possibile con un procedimento di passaggio a limite porre 
in relazione sostanzialmente il propagatore con una integrazione 
di un prodotto infinito. Non vogliamo insistere più oltre perchè, 
a parte casi particolari, non è fino ad oggi stato possibile di sta- 
bilire l’esistenza ed eseguire perciò il calcolo di questo limite (9). 
Per ovviare a questo inconveniente i fisici teorici ricorrono a pro- 
cedimenti iterativi senza peraltro essere in grado di valutare l’er- 
rore che si commette fermandosi ad un dato ordine. Occorre men- 
zionare che la nozione di traiettoria classica è contenuta in (4). Se 
infatti nella valutazione di (4), gli infiniti «canali » corrispondenti 
alle infinite scelte particolari di una suddivisione intermedia 9, ... 
q: danno contributi positivi e negativi che si compensano vicende- 
volmente con un solo canale che partecipa al valore effettivo di (9:|9i) 
si ha la traiettoria classica, cioè l’estremale del principio d’azione 
classico. Sono tuttavia le proprietà analitiche della lagrangiana 
nella sua dipendenza dalle coordinate che determinano l’esistenza e 
le condizioni nelle quali questo unico canale classico si realizza (7). 

Le deviazioni nascono laddove esistono regioni in cui la 
lagrangiana cessa di essere olomorfa, e le energie in gioco nel 
movimento sono abbastanza elevate perchè queste regioni 
vengano effettivamente esplorate, le conseguenze fisiche consi- 
stono nei fenomeni di diffrazione. 

Le equazioni differenziali di una trasformazione di contatto: 


0S 0S 
logi P= ag 





(0) di = 


acquistano in meccanica ondulatoria un significato operatoriale 
quando si faccia uso di (4) e (5). 





(5) «Rev. of Modern Phys. », 20, 367 (1948). Feynmann che ha 
elaborato le idee di Dirac dice testualmente a questo proposito: «Ci si 
sente come Cavalieri di fronte al problema della valutazione del volume 
di una piramide prima dell’invenzione del calcolo infinitesimale ». 

. (7?) Si confronti ad es. M. VERDE, On the Green's function of potential 
scattering, N. C. 28, 547 (1963). Qui si mostra come per il movimento 
centrale di una particella in un campo di forze conservative l’analiticità 
del potenziale permetta di ritrovare il canale classico. 


- 
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2. — MECCANICA QUANTICA RELATIVISTICA. 


L'impostazione lagrangiana di un problema di moto è di 
particolare rilievo quando le velocità diventano confrontabili 
con quella c della luce. Occorre infatti che la dinamica rispetti il 
principio di relatività ristretta per avere una descrizione indi- 
pendente dal sistema inerziale particolare in cui si studia il moto. 

Il metodo hamiltoniano si presta male a questo scopo. 
In esso infatti il tempo occupa una posizione privilegiata rispetto 
alle coordinate spaziali. Se consideriamo due corpi distanti 
spazialmente di As non ha significato fisito parlare di influenza 


dinamica dell’uno sull’altro per durate A inferiori a ii È 


Queste distanze temporali anche se positive in un riferimento 
possono diventare nulle o negative in un altro e non si può 
pensare ad un nesso causale tra.i due corpi. Ogni azione dina- 
mica per essere trasferita da un corpo all’altro ha bisogno di un 
segnale che in ogni modo non può viaggiare con velocità supe- 
riore a quella della luce. 

Il comportamento dinamico di un corpo a partire da un 
certo istante può predirsi solo se si ha conoscenza del moto 
dell'altro per un periodo di tempo antecedente almeno della 


durata i. Nel metodo hamiltoniano il movimento futuro si 


predice invece in base alla conoscenza presente della configura- 
zione dinamica. Ciò non esclude a priori una trattazione rela- 
tivistica della interazione mutua dei due corpi col formalismo 
hamiltoniano ma per questo occorre necessariamente introdurre 
accanto ai due corpi un sistema ad infiniti gradi di libertà, cioè 
un campo. In esso si accumula e si propaga l’informazione 
dinamica che manca per la descrizione di un’azione ritardata 
tra i due corpi. Ciò rende malagevole la descrizione matematica 
dell'interazione reciproca. 

Con il metodo lagrangiano non si può naturalmente fare 
a meno della nozione di campo, anzi questa occupa una posi- 
zione di primo piano, ma la dinamica dei campi può trattarsi 


A EI 
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indipendentemente dalle sorgenti e le interazioni reciproche 
di queste ultime valutarsi più speditamente. 

Infatti ad opera di Feynmann, Schwinger (8) ed una legione 
di altri fisici teorici, abbiamo assistito nell’ultimo decennio ad 
un vigoroso sviluppo della dinamica quantica relativistica, che 
ha condotto almeno nel caso dell’interazione elettromagnetica alla 
predizione quantitativa di importanti dati sperimentali che non 
si lasciano interpretare nel quadro della meccanica ondulatoria. 

Tutto l’edificio che si è così costruito poggia sulla nozione 
di campo così detto «libero » che non ha un significato fisico 
diretto, non solo perchè le osservabili fisiche ne dipendono 
bilinearmente, ma anche perchè non è possibile eseguire local- 
mente la misura di un campo libero. 

I campi sono insiemi di funzioni (xa) delle quattro 
coordinate dello spazio-tempo xs(a = I, 2, 3, 4) che subiscono 
rispetto al gruppo completo di trasformazioni non omogenee di 
Lorentz delle sostituzioni lineari classificabili matematicamente: 
le così dette rappresentazioni irriducibili. 

Non c'è isomorfismo tra i possibili campi liberi ed il gruppo 
di Lorentz. Ci sono infatti due classi di campi liberi che si chia- 
mano bosoni e fermioni. I secondi si distinguono rispetto ai 
primi per il fatto che le sostituzioni lineari secondo le quali 
si trasformano a seguito di cambiamento di riferimento sono 
definibili a meno del segno algebrico. Si parla di tensori nel primo 
caso e di spinori nel secondo. Naturalmente il comportamento 
di tali campi rispetto alle operazioni improprie del gruppo di 
Lorentz come ad esempio l’inversione di segno delle coordinate 
spaziali o della variabile temporale è importante onde si parla 
di scalare oppure di pseudoscalare, di vettore 0 di pseudovettore 
e così via. 

La lagrangiana dei campi liberi si assume essere la più 
semplice possibile compatibilmente all'esigenza di dare luogo a 
fenomeni di propagazione che rispettino oltre alla covarianza 


(8) Si confronti ad es.: J. SCHWINGER, Selected papers on quantum 
electrodynamics, « Dover Publ. », New York. 1958. 
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relativistica alla conservazione di tutti quegli attributi dina- 
mici che risultino costanti durante il movimento. 

Ad ogni campo libero si suole far corrispondere una così 
detta particella elementare che osserviamo in Natura, ad esempio 
il fotone, gli elettroni, i nucleoni ed i mesoni e perciò ciascun 
campo dovrà corrispondere al loro stato di polarizzazione, alla 
loro massa e carica elettrica o di altro genere. Si è parlato di 
corrispondenza, perchè di fatto un campo libero descrive una 
particella reale solo parzialmente, ed in un modo ancora oggi 
insoddisfacente. 

Di concerto con gli affinamenti delle tecniche sperimen- 
tali si ha una conoscenza sempre più larga di una struttura 
dinamica intrinseca delle particelle. Per spiegare ad esempio 
alcuni fenomeni d’urto o di decadimento radioattivo si è co- 
stretti ad introdurre numeri quantici nuovi che non sono col- 
legati a gradi di libertà spaziali (traslazioni o rotazioni) ma a 
proprietà di spazi intrinseci. Mi basti.qui ricordare il fenomeno 
dei multipletti di massa, cioè di gruppi di particelle elementari 
con masse leggermente differenti tra di loro, oppure certe regole 
di selezione che intervengono nella creazione delle così dette 
particelle strane, oppure alla scoperta recentissima di neutrini 
di tipo muonico e di tipo elettronico. 

Il formalismo lagrangiano si presta ad essere opportuna- 
mente ampliato per includere queste proprietà fisiche nuove, ed 
offre in pochi casi anche il modo di spiegare queste strutture 
interne, quando tiene conto delle interazioni reciproche che si 
esercitano tra le particelle (9), e si è in grado di valutarne gli effetti. 
Occorre se mai essere insoddisfatti del contrario, perchè i pos- 
sibili campi «liberi» teorici formano una varietà ben più ampia 
rispetto a quella che ci rivela attualmente la fisica sperimentale. 

Lo schema lagrangiano è certamente adeguato per domini 
di dimensioni spaziali di diametro maggiore di 10-13 cm e le vere 


(9) Si pensi ad esempio alla spiegazione del momento magnetico 
dell’elettrone o alle deviazioni delle righe spettrali (Lamb-Shift) dell’H 
da quelle predette con l'equazione di Dirac. 


po pai i si 
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complicazioni nascono quando si esplorano regioni di diametro 
inferiore. 

Lo scalare più semplice che si possa formare con l’ausilio 
delle funzioni del campo e i loro gradienti fissa la scelta della 
lagrangiana libera. Per il campo elettromagnetico che è carat- 
terizzato da un tetravettore reale A,(x), essa assume la forma: 


I dA 0dAR. 
2 Z dA" d%, 





(7) L{otone Se e 


particolarmente semplice perchè il fotone ha massa nulla, ed è 
elettricamente neutro. 
Per gli elettroni 


o) GALE, Ò Lat 
8) Lasi Vi dro) mat v0) 





y è lo spinore di Dirac a 4 componenti, w è il suo aggiunto in 
modo cioè che yy formi uno scalare reale, y° sono le matrici 


da ta 
di Dirac e servono a contrarre %, ia in modo da formare 


uno scalare, m è la massa dell’elettrone libero, una quantità 
priva di senso fisico. 
L’azione globale del campo è 


(9) 4A= J L(a)dx 


e le equazioni di Lagrange corrispondenti danno la propaga- 
zione dei campi liberi (1°). 

La nozione classica di campo è insufficiente a tenere conto 
di un importante dato dinamico espresso dal principio di esclu- 
sione di Pauli. Per gli elettroni ad esempio il fatto che al mas- 
simo uno solo di essi possa avere un dato quadrimpulso e stato 
di polarizzazione non è contenuto nella lagrangiana di sopra, 


(19) Nella eq. (9) x sta per l’insieme delle quattro coordinate xa. Pari- 
menti dx indica l'elemento di volume a quattro dimensioni dx,dx,dx3d%,' 


31* — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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se L è una funzione classica. Occorre che L diventi un operatore 
che opera nel così detto spazio dei numeri di occupazione. In 
questo spazio si può introdurre un riferimento ® corrispondente 
alle possibili situazioni dinamiche in cui ci si trova di fronte ad 
un certo numero di particelle con dati impulsi, energia e stato 
di polarizzazione. Lo stato ®, di energia più bassa corrisponde 
all'assenza di particelle reali e si chiama vuoto. I campi operando 
su o creano altri stati in cui ci sono particelle reali. 

Quando i campi sono trattati come operatori non essendo 
tutti commutabili, occorre badare all'ordine con il quale essi 
appaiono in (7) ed (8). Questo viene definito in modo che le 
lagrangiane libere operando sul vuoto ® o su uno stato con 
date energie e impulsi, lo lasciano invariato (così detto prodotto 
normale). 

L'evoluzione temporale dei campi Ziberî, che consiste nella 
conoscenza di ® in ogni dominio spazio-temporale non ha per- 
ciò interesse dinamico. La vera dinamica si ha quando si aggiunga 
agli operatori lagrangiani liberi un operatore lagrangiano di 
interazione. Nell'esempio dell’elettrodinamica (11) 


Liot = Ljotone HE Lotettrone SF L'interazione 


Lint = e(wy°y) + Aa, costituisce lo scalare più semplice che si 
possa pensare sia locale e hermitiano e contragga una corrente 
elettrica e(py°y) con il tetravettore del campo elettromagnetico. 

Lin descrive quel gruppo di fenomeni noti sotto il nome 
di elettrodinamica quantica in cui assistiamo a creazione o 
distruzione di elettroni, positroni e fotoni. 

Una volta dato lo stato iniziale, mediante l'ampiezza 
P(— co) occorre dedurre da esso l'ampiezza di probabilità di 
transizione ad uno dei possibili stati finali (4 0). Questo 
avviene attraverso l’equazione 


D(+ co) = SB(— %) 


(11) Si osservi che in (7), (8) e oltre, le unità adoperate corrispondono 
porre hi c-=='E 
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ed il problema dinamico si riduce alla ricerca di S che è essen- 
zialmente l’analogo del propagatore della meccanica quantica 
non relativistica di cui abbiamo già parlato. 

In elettrodinamica quantica, così come è già stato detto 
per la dinamica non relativistica, la valutazione di S è possibile 
solo mediante uno sviluppo formale in serie di potenze della 
costante d’accoppiamento e del tipo 


(10) Se V.57f n (%1, %2, .. Xn) d%xr dda... IRC 


Nulla si sa sulla convergenza dello sviluppo, ma prima di affron- 
tare tale questione, occorre stabilire la connessione tra operatore 
S, simmetrico nei suoi argomenti x, e la lagrangiana di interazione. 
S deve essere un operatore unitario, vale a dire Sis 
‘= SS+= 1 e ciò comporta una restrizione per Sn. Occorre 
inoltre che sia soddisfatto il principio di causalità nel senso che 
per ogni sistema dinamico se variamo l'interazione in una qua- 
lunque regione spazio-temporale ciò deve avere conseguenze 
fisiche solo per gli eventi che sono posteriori nel tempo. Ciò 
basta a determinare per via ricorrente Sn quasi dappertutto 
quando siano noti gli n — I precedenti. In particolare per Si 
si hanno le condizioni: 


St+Si=0 [Si(a, S:9))]=0 
se x e y sono eventi di tipo spaziale. 


Il principio di corrispondenza per la ampiezza ® sugge- 
risce di porre S1 = iL(x). Le restrizioni di causalità e unitarietà 


danno per S.: 
S2(%1, %2) = i2L(x1)L(x2) per x: — %2 di tipo temporale 


Sa(%1, x2) = L(x.)L(x:) per 2. — %r di tipo temporale 


e questo si indica più brevemente con 


S, = — T(L(x)L(x2)) dove T indica la successione cronologica 
di x: € x,. Più in generale 
(11) S,= @T(L(x:) ... L(%n)) 


31 — Atti del convegno Lagrangiano - Suppl. al vol. 98. 
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per cui formalmente S può scriversi: 
SIE T (cifta) 


che è da porre in analogia con la forma del propagatore in mec- 
canica non relativistica. 

Come si è già accennato la determinazione di S, attraverso 
le restrizioni di causalità, unitarietà e simmetria lascia ancora 
indeterminata la definizione di Sn per X:=%=..%, nel 
senso che si può aggiungere ad S, una distribuzione dA(x7, 
%2, %3 +... Xy) simmetrica nei suoi argomenti e scalare rispetto al 
gruppo di Lorentz (2). 

Tener conto di termini in A, da aggiungere a S,, è inevita- 
bile perchè gli S,, definiti da (11) sono tali da dar luogo a risul- 
tati divergenti quando si esegua il calcolo delle ampiezze di 
probabilità di transizione tra particolari stati iniziali e finali 
ciò che implica sostanzialmente un'operazione di integrazione. 

L'operatore 7, serve a sottrarre queste divergenze nel 
senso che esse diventino intégrabili e a fornire perciò un risul- 
tato finito al calcolo perturbativo di ordine x. 

È stato dimostrato che tale procedimento è equivalente 
a ridefinire la lagrangiana di partenza nel senso di aggiungervi 
altri termini dello stesso tipo ma con masse e costanti di accop- 
piamento diverse. Si può anzi procedere al calcolo perturbativo 
senza incontrare le divergenze in tutti gli ordini di approssima- 
zione se le nuove masse e costanti di accoppiamento sono oppor- 
tunamente divergenti. Le divergenze vengono così trasferite dai 
singoli termini perturbativi alla lagrangiana di partenza. Questa 
è la filosofia della così detta teoria dei campi rinormalizzabili, 
che non è ovviamente soddisfacente. 

Non è stato possibile neanche con modelli particolari ma 
aventi senso fisico, di stabilire la convergenza del calcolo per- 
turbativo di una ampiezza di transizione, così che non è pos- 
sibile di affermare che la convergenza dei singoli ordini per- 





(12) Si veda ad es.: N. N. BogoLivBov e D. V. SHIRKOV, Introduction 
to the theory of quantized fields, Int. Publ. New York, 1959. 
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turbativi sia indispensabile, potendosi avere un risultato globale 
finito anche se frammenti della somma risultano divergenti. 

Quello che si puòdire con sicurezza è che solo pochi tipi 
di lagrangiane di interazione risultano essere rinormalizzabili. 
La Natura tuttavia ci offre un caso importante di interazione 
la cui lagrangiana non rientra in questa classe, la così detta 
interazione debole che è responsabile ad esempio del decadi- 
mento radioattivo del mesone w in elettrone. 

Allo stesso tipo di interazione sono da ascriversi quei nume- 
rosi fenomeni di radioattività naturale e indotta dei nuclei noti 
col nome generico di radioattività 8, oltre a molti altri esempi 
di decadimenti mesonici e iperonici. 

La sistemazione dinamica dell’interazione debole è avve- 
nuta di recente e può considerarsi un forte argomento a favore 
dello schema lagrangiano. È infatti possibile interpretare questi 
disparati fenomeni con l’ausilio di un’unica costante di accop- 
piamento e un tipo di lagrangiana di interazione debole univer- 
sale della stessa natura di quella già menzionata a proposito 
della elettrodinamica quantica. Essa tuttavia viola un principio 
che è a fondamento di ogni altro fenomeno dinamico, vale a dire 
la simmetria bilaterale di destra e sinistra o anche l'equivalenza 
delle descrizioni dinamiche fatte rispetto ad una terna di riferi- 
mento destrorsa e sinistrorsa. 

Non ci è dato oggi scorgere in questa anomalia un signi- 
ficato fisico più recondito, ma è innegabile che essa serve a 
rafforzare la convinzione che comportamento dinamico della 
materia su scala subatomica e struttura geometrica dello spazio- 
tempo così come è contenuta nella lagrangiana di interazione 
sono aspetti intimamente collegati fra di loro. 

Occorre richiamare l’attenzione sulla restrizione che si è im- 
posta a priori alle possibili lagrangiane di interazione, che esse cioè 
debbano avere carattere locale vale a dire dipendere dai valori dei 
campi o delle loro derivate prime, il che implica un forte ottimismo 
sulla semplicità della struttura dinamica a piccolissime distanze. 

Con lagrangiane non locali il problema della divergenza 
assume un aspetto completamente diverso. L’introduzione di 
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lagrangiane non locali può equivalere o ad accettare l’idea di un 
numero infinito di campi liberi e perciò di costanti di accoppia- 
mento, oppure di credere all'esistenza di un dominio spaziale mi- 
nimo il cui effetto sarebbe quello di modificare il comportamento 
analitico degli elementi di matrice S per quei fenomeni dinamici 
in cui si assiste a grandi trasferimenti di energia o di impulso. 

All’impostazione lagrangiana non locale non è stato dedi- 
cato, uno sforzo di ricerca confrontabile a quello impiegato 
per le teorie locali, non è possibile perciò pronunciarsi a favore 
o contro a tale ampliamento che va fatto in ogni modo. 

Voglio invece concludere accennando brevemente ai tenta- 
tivi più recenti diretti ad una interpretazione dinamica del 
mondo subatomico evitando di partire ab initio sui binari 
tracciati dal formalismo lagrangiano. 

Si predica giustamente, ricorrendo ad una analogia storica 
fornita dalla rivoluzione compiuta dalla meccanica ondulatoria 
per descrivere correttamente la dinamica su scala atomica, che 
occorre anche oggi un nuovo passo rivoluzionario della stessa 
portata. Così come la meccanica ondulatoria ha eliminato nozioni 
dinamiche provenienti dal mondo macroscopico, quale può essere 
ad esempio quella di traiettoria di una particella, che non aveva 
senso come osservabile, occorre oggi liberarsi della nozione 
classica di campo definibile in ogni regione spazio-temporale. 

Sappiamo infatti che quando si descrive uno stato dinamico 
attraverso il numero delle particelle che vi intervengono con i 
loro impulsi ed energia, il campo non è una grandezza ben defi- 
nita e viceversa. Solo quando i campi sono molto intensi o il 
numero delle particelle è elevato, entrambe le nozioni sono com- 
patibili. Si tratta di un aspetto del principio di complementa- 
rietà di Bohr che ci è famigliare. dalla meccanica ondulatoria. 

Si elimini dunque dalla trattazione teorica la nozione di 
campo e si abbandoni lo schema lagrangiano. 

La scuola che avanza queste proposte vorrebbe si parlasse 
di proprietà analitiche delle sezioni d’urto nella loro dipendenza 
da proprietà dinamiche direttamente osservabili, e si sforza di 
trovare indicazioni attraverso un diretto confronto con i dati 
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sperimentali di concatenamenti tra diversi tipi d’urto. Qui le 
difficoltà riemergono sotto altra veste. Per poter fare afferma- 
zioni fisiche interessanti partendo dalla conoscenza delle sezioni 
d’urto sperimentali relative a valori necessariamente reali delle 
variabili fisiche che le caratterizzano quali angoli, impulsi 
energia momenti angolari e così via, occorre saper dedurre i 
prolungamenti analitici per valori complessi di queste variabili 
e stabilire i domini in cui essi sono attuabili. 

Tale modo di procedere tuttavia non esclude a priori la 
possibilità di una descrizione lagrangiana universale che abbracci 
tutta la dinamica subatomica. 

Esso equivale in qualche modo a voler invertire il pro- 
blema. Invece di postulare un operatore di interazione lagran- 
giano e valutare le sezioni d’urto, si faccia uso delle sezioni 
d’urto e si deduca ove ciò sia possibile, l’esistenza di un opera- 
tore lagrangiano a cui esse corrispondono. Una conoscenza in- 
completa delle sezioni d’urto ci potrà dare un'informazione 
parziale della eventuale lagrangiana. Un tale modo di procedere 
è conforme alla filosofia del principio di corrispondenza; per 
domini spazio-temporali sufficientemente estesi dobbiamo ritro- 
vare la meccanica ondulatoria o quella classica. 

Le difficoltà di questa impostazione sono soprattutto di 
natura matematica. Esse si presentano già nella meccanica 
non relativistica dove tuttavia il problema può ritenersi soddi- 
sfacentemente avviato a soluzione ('3). Se ciò sarà egualmente 
possibile nel caso relativistico è questione che occorre rimandare 
_ al futuro. 


Istituto di Fisica Teorica della Università di Torino. 


(18) Si confronti ad esempio: M. A. NEUMARK, Lineare Differential- 
operatoren, Cap. VIII, p. 354, « Akademie Verlag », Berlin (1960). 

M. VERDE, Helv. Phys. Acta, Suppl. V, 231 (1960); « Rendiconti 
Seminario Mat. Fis. », Milano, Vol. 32 (1962). 
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